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真空联合变堆载预压下竖井地基固结分析 ①
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摘　要：为了得到真空联合变堆载预压下竖井地基沉降随时间的发展规律，考虑真空度沿竖井线性减小，堆载单级线
性施加，还考虑了地基的径竖向渗流以及扰动区土体水平渗透系数呈抛物线变化，推导了真空联合变堆载预压下竖井地基

固结度的一个解析解．并分析了地基固结性状．结果表明，荷载逐渐施加时，采用真空联合堆载预压比只采用堆载预压固结
要快，真空度越大，沿深度衰减越慢，固结越快．在地基井径比和水平渗透系数与竖向渗透系数之比较小时，地基的竖向渗
流对地基的固结度有较大的影响．
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Ｋｊｅｌｌｍａｎ［１］１９５２年提出的一种有效的软土地基处
理方法，并可与堆载预压联合应用．要达到相同的
处理效果，真空联合堆载预压可有效减小所需的堆

载荷载；并且真空预压时土体的有效应力是等轴增

大的，对应的侧向变形表现为向内压缩，因此可有

效降低地基剪切破坏的风险．
真空预压下竖井地基的固结问题已有很多国内

外学者作了研究．在早期的研究中，真空预压被当
作均匀分布在地基表面的作用力，但试验表明，真空

度会沿着竖井向地基深处传递，但真空度不断减

小［２］．Ｉｎｄｒａｒａｔｎａｅｔａｌ［３－４］考虑了这一因素，推导了
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只考虑地基径向渗流情况下地基的固结解析解．
Ｒｕｊｉｋｉａｔｋａｍｊｏｒｎ［５－６］考虑了地基的径向和竖向组合
渗流，但假设真空度沿竖井深度均匀分布，得到了解

析解，并进行了数值分析．ＷａｌｋｅｒＲ等［７］用光谱法

对固结进行了分析．Ｓａｏｗａｐａｋｐｉｂｏｏｎｅｔａｌ［８］对真空
预压下竖井地基固结性状进行了试验研究．Ｇｅｎｇ，
Ｓａｏｗａｐａｋｐｉｂｏｏｎａｅｔａｌ［９－１０］得到了变真空预压下竖
井地基的固结数值解．Ｄｕｏｎｇｅｔａｌ［１１］等采用三维仪
器对真空预压进行了模拟．许忠发，熊熙等［１２－１３］对

真空预压在路基处置中的应用进行了研究．
在目前的真空联合堆载研究中，均假设堆载是

瞬时施加的．但实际上堆载施加往往需要经过一段
时间，所产生的附加应力也是随时间变化的．

在目前的真空联合堆载研究中，均认为涂抹区

的渗透系数不变．实际上，涂抹区土体的水平渗透
性随离砂井的距离不同是逐渐变化的［１４－１５］，离砂

井越近，扰动越强，水平渗透系数越小，离砂井越

远，扰动越弱，渗透性越接近天然土体．
针对以上情况，本文考虑真空度沿竖井线性下

降，堆载线性施加，并考虑了地基的径竖向渗流以

及扰动区土体水平渗透系数呈抛物线变化，推导了

真空联合堆载预压下竖井地基固结度的解析解．并
分析了地基固结性状．

１　固结方程及求解条件
图１为真空联合堆载预压下砂井地基固结简

化模型．在本文的推导过程中，做了以下假定：

图１　真空联合堆载预压竖井地基固结简化模型

１）土体是完全饱和的；
２）土颗粒和水都不可压缩，土体的变形完全

由孔隙水的排出引起；

３）土体压缩模量以及竖向渗透系数保持
不变；

４）土中水的渗流服从Ｄａｒｃｙ定律；
５）等应变条件成立；
６）真空负压 －ｐ（ｚ）瞬时施加，真空度沿竖井

线性下降；即有

ｐ( )ｚ＝ｐ( )０－ ｐ( )０－ｐ( )[ ]Ｈ
ｚ
Ｈ． （１）

式中，ｐ（０），ｐ（Ｈ）分别为砂井顶面和底面的真空
度，ｋＰａ，ｐ（ｚ）为砂井深度ｚ处的真空度，ｋＰａ．
７）堆载线性施加，在地基中引起的附加应力

沿深度不变；即有

ｑ( )ｔ＝
ｑｕ
ｔ
ｔｃ
，ｔ＜ｔｃ；

ｑｕ，ｔ≥ｔｃ
{

．
（２）

式中，ｑｕ为最终荷载，ｋＮ，ｔｃ为达到最终荷载的时
间，ｓ．

根据等应变条件有

εｖ
ｔ
＝

( )ｑ－ｕ
Ｅｓｔ

． （３）

式中，εｖ为地基竖向应变；Ｅｓ为土体压缩模量，
ＭＰａ；ｑ（ｔ）为上部荷载，ｋＮ；ｕ为土体任一深度处的
平均超静孔压，ｋＰａ，表达式为

ｕ＝ １
π ｒ２ｅ－ｒ

２( )
ｗ
∫
ｒｅ

ｒｗ
２πｒｕｄｒ． （４）

式中，ｒｗ为砂井半径，ｍ，ｒｅ为砂井影响区半径，ｍ；ｕ
为土体任一点的超静孔压ｋＰａ．

砂井地基的固结方程为

１
ｒ

ｒ
ｋｍｆ( )ｒ
γｗ
ｒｕ
[ ]ｒ＋

ｋｖ
γｗ
２ｕ
ｚ２
＝－
εｖ
ｔ
． （５）

式中，ｋｖ为土体竖向渗透系数，ｍ／ｓ；ｋｗ为砂井渗透
系数，ｍ／ｓ；ｋｍ为最大水平渗透系数，ｍ／ｓ；ｆ（ｒ）为描
述渗透系数随ｒ变化的函数；ｋｖｆ（ｒ）为土体水平向
渗透系数，ｍ／ｓ．

本文考虑土体水平向渗透系数呈抛物线变化，

如图２所示．

图２　影响区土体水平渗透系数

根据图２可得到：

ｆ（ｒ）＝
（１－δ） ａ－ｂｓ＋ｂｒｒ( )

ｗ
ａ＋ｂｓ－ｂｒｒ( )

ｗ
，ｒｗ＜ｒ＜ｒｓ；

１， ｒｓ≤ｒ＜ｒｅ
{

．
（６）

式中，ａ＝ １
１－( )槡 δ

，ｂ＝ １
ｓ－( )１ ；ｒｓ为涂抹区半

径，ｍ；δ为最小渗透系数和最大渗透系数之比，０＜

３５
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δ＜ｋｎ／ｋｍ＜１．
径向边界条件为

ｒ＝ｒｅ：
ｕ
ｒ
＝０． （７）

ｒ＝ｒｗ：ｕ＝－ｐ( )ｚ＝－ｐ( )０＋ ｐ( )０－ｐ( )[ ]Ｈ
ｚ
Ｈ．（８）

对式（６）两边对 ｒ积分，并利用边界条件式
（５）可得：

ｕ
ｒ
＝
γｗ
２ｋｍ

εｖ
ｔ
＋
ｋｖ
γｗ
２ｕ
ｚ( )２ ｒ２ｅ

ｒｆ( )ｒ
－ ｒ
ｆ( )[ ]ｒ ．（９）

对式（９）两边对 ｒ积分，并利用边界条件式
（８）可得：

ｕ＝
γｗ
２ｋｍ

εｖ
ｔ
＋
ｋｖ
γｗ
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Ｈ． （１０）

式中，

Ａ０( )ｒ＝∫
ｒ

ｒｗ

ｄｘ
ｆ( )ｘｘ

，Ｂ０( )ｒ＝∫
ｒ

ｒｗ

ｘｄｘ
ｆ( )ｘ
． （１１）

将式（１０）代入式（５）可得：

ｕ＝
γｗ

ｒ２ｅ－ｒ
２( )
ｗ ｋｍ

εｖ
ｔ
＋
ｋｖ
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式中，

Ａ１ ＝∫
ｒｅ

ｒｗ
ｒＡ０( )ｒｄｒ，Ｂ１ ＝∫

ｒｅ

ｒｗ
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将式（４）代入式（１２）并整理可得：

Ａ
２ｕ
ｚ２
－Ｂｕ
ｔ
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ｚ
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ｑ
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式中，

Ａ＝
ｋｖｒ

２
ｅＦａ
２ｋｍ

，Ｂ＝
ｒ２ｅＦａ
２ｃｈ
． （１５）

Ｆａ＝
２ｒ２ｅＡ１－Ｂ( )

１

ｒ２ｅ ｒ２ｅ－ｒ
２( )
ｗ

，ｃｈ ＝
Ｅｓｋｍ
ｒｗ
． （１６）

式（１２）即为本文真空联合堆载预压下砂井地基固
结问题的控制方程，其边界条件为

ｚ＝０：ｕ＝－ｐ( )０． （１７）

ｚ＝Ｈ：ｕ
ｚ
＝０． （１８）

初始条件为

ｔ＝０：ｕ＝ｑ( )０ ＝０． （１９）
由式（６）可以得到Ｆａ的表达式为

Ｆａ＝
α２Ｆ′ａ＋ｎ

２Ｆ″ａ
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式中，
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；
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２
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４
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；

ｃ＝ｌｎ ａ＋( )１
ａ－( )[ ]１ ．

２　方程求解
设控制方程式（１４）的解为

ｕｚ，( )ｔ＝－ｐ( )０＋∑
∞

ｍ＝１
Ｔｍ( )ｔｓｉｎＭＨ( )ｚ． （２１）

式中，Ｍ＝（２ｍ－１）π／２，ｍ＝１，２，３……
式（２１）已经满足边界条件式（１７）和式（１８），将其
代入初始条件式（１９），有

－ｐ( )０＋∑
∞

ｍ＝１
Ｔｍ( )０ｓｉｎＭＨ( )ｚ＝０． （２２）

将式（２２）两边同乘以ｓｉｎ（Ｍｚ／Ｈ）并在［０，Ｈ］
上对ｚ积分，并利用三角级数的正交性可得：

Ｔｍ( )０ ＝
２
Ｍｐ

( )０． （２３）

将式（２１）代入式（１４），整理后可得：

ＡＭ( )Ｈ
２

∑
∞

ｍ＝１
Ｔｍ( )ｔｓｉｎＭＨ( )ｚ＋Ｂ∑

∞

ｍ＝１
Ｔ′ｍ( )ｔｓｉｎＭＨ( )ｚ＋

∑
∞

ｍ＝１
Ｔｍ( )ｔｓｉｎＭＨ( )ｚ＝ｐ( )０－ｐ( )ｚ＋Ｂ

ｑ
ｔ
． （２４）

同样将式（２４）两边同乘以ｓｉｎ（Ｍｚ／Ｈ）并在［０，Ｈ］
上对ｚ积分，并利用三角级数的正交性可得：

Ｔ′ｍ( )ｔ＋βｍＴｍ( )ｔ＝Ｑｍ( )ｔ． （２５）
式中，

Ｑｍ( )ｔ＝
２
ＢＨ∫

Ｈ

０
ｐ( )０－ｐ( )ｚ＋Ｂ

ｑ
[ ]ｔｓｉｎＭＨ( )ｚｄｚ．（２６）

βｍ ＝
１
Ｂ＋

Ａ
Ｂ
Ｍ( )Ｈ

２
． （２７）

式（２５）为关于 Ｔｍ（ｔ）的一阶线性微分方程，式
（２３）为其定解条件，其解可写为

Ｔｍ( )ｔ＝ｅ－βｍｔ∫
ｔ

０
Ｑｍ( )τｅβｍτｄτ＋

２
Ｍｐ

( )[ ]０ ． （２８）

将式 （２６）代入式（２８）可得：

Ｔｍ( )ｔ＝
２ｅ－βｍｔ
ＢＨ ∫

ｔ

０
ｅβｍτ∫

Ｈ

０
ｐ( )０－ｐ( )ｚ＋Ｂ

ｑ( )τ
[ ]{ τ

ｓｉｎＭ
Ｈ( )ｚｄｚｄτ＋Ｂｐ( )０

Ｈ}Ｍ ． （２９）

将式（１）、式（２）代入式（２９）后再代入式（２１）
可得：

当ｔ＜ｔｃ时，

４５
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ｕｚ，( )ｔ＝－ｐ( )０＋∑
∞

ｍ＝１

２ｅ－βｍｔ
ＢＨ

ｓｉｎＭ
Ｈ( )ｚ （－１）ｍ＋１ｐ（０）－ｐ（Ｈ）

Ｍ２
Ｈ＋ＢＨｑｕ

ｔｃ
][{ Ｍ
．

１
βｍ
（ｅβｍｔ－１）＋Ｂｐ（０）Ｈ}Ｍ ． （３０）

当ｔ≥ｔｃ时，

ｕｚ，( )ｔ＝－ｐ( )０＋∑
∞

ｍ＝１

２
ＢＨｓｉｎ

Ｍ
Ｈ( )ｚ －( )１ｍ＋１{ ·

ｐ( )０－ｐ( )Ｈ
Ｍ２

Ｈ
βｍ
１－ｅ－βｍ( )ｔ ＋

ＢＨｑｕ
Ｍβｍｔｃ

ｅ－βｍ ｔ－ｔ( )ｃ －ｅ－βｍ[ ]ｔ ＋Ｂｐ( )０
Ｈ
Ｍｅ

－βｍ }ｔ． （３１）

由式（１０）、式（１２）可得地基任意一点孔压为

ｕｚ，ｒ，( )ｔ＝
ｒ２ｅＡ０( )ｒ－Ｂ０( )ｒ
ｒ２ｅ－ｒ

２( )
ｗ Ｆａ

ｕ＋ｐ( )[ ]ｚ －ｐ( )ｚ． （３２）

将式（１）、式（３０）、式（３１）代入上式可得：
当ｔ＜ｔｃ时，

ｕｚ，ｒ，( )ｔ＝ ｐ( )０－ｐ( )[ ]Ｈ
ｚ
Ｈ－ｐ

( )０＋
ｒ２ｅＡ０( )ｒ－Ｂ０( )ｒ
ｒ２ｅ－ｒ

２( )
ｗ Ｆａ

－ ｐ( )０－ｐ( )[ ]Ｈ
ｚ
Ｈ＋∑

∞

ｍ＝１

２
ＢＨ{ ·

ｓｉｎＭ
Ｈ( )ｚ －( )１ｍ＋１ｐ( )０－ｐ( )Ｈ

Ｍ２
Ｈ＋ＢＨｑｕ

ｔｃ
][{ Ｍ

１
βｍ
１－ｅ－βｍ( )ｔ ＋Ｂｐ( )０

Ｈ
Ｍｅ

－βｍ}}ｔ ． （３３）

当ｔ≥ｔｃ时，

ｕｚ，ｒ，( )ｔ ＝ ｐ( )０－ｐ( )[ ]Ｈ
ｚ
Ｈ － ｐ( )０ ＋

ｒ２ｅＡ０( )ｒ－Ｂ０( )ｒ
ｒ２ｅ－ｒ

２( )
ｗ Ｆａ

－ ｐ( )０－ｐ( )[ ]Ｈ
ｚ
Ｈ＋∑

∞

ｍ＝１

２
ＢＨ{ ·

ｓｉｎＭ
Ｈ( )ｚ －( )１ｍ＋１ｐ( )０－ｐ( )Ｈ

Ｍ２
Ｈ
βｍ
１－ｅ－βｍ( )ｔ{ ＋

Ｂｐ( )０
Ｈ
Ｍｅ

－βｍｔ＋
ＢＨｑｕ
Ｍβｍｔｃ

ｅ－βｍ ｔ－ｔ( )ｃ －ｅ－βｍ[ ] }}ｔ ． （３４）

地基总平均固结度可表示为

Ｕ＝
Ｓｔ
Ｓ∞

（３５）

式中，Ｓｔ为ｔ时刻地基的沉降，ｍ，Ｓ∞为地基的最终
沉降，ｍ．

Ｓｔ＝∫
Ｈ

０
εｖｄｚ＝

１
Ｅｓ∫

Ｈ

０
( )ｑ－ｕｄｚ． （３６）

令ｔ→∞，有ｑ→ｑｕ，ｕ（ｚ，ｔ）→－ｐ（ｚ），可得地基最
终沉降为

Ｓ∞ ＝
１
Ｅｓ∫

Ｈ

０
ｑｕ＋ｐ( )[ ]ｚ ｄｚ （３７）

于是可得变形定义的总平均固结度为

当ｔ＜ｔｃ时，

Ｕ＝ ２
２ｑｕ＋ｐ( )０＋ｐ( )Ｈ

ｔ
ｔｃ
ｑｕ{ ＋ｐ( )０－

∑
∞

ｍ＝１

２
ＢＭ －( )１ｍ＋１ｐ( )０－ｐ( )Ｈ

Ｍ２[{ ＋Ｂｑｕ
ｔｃ

]Ｍ·
１
βｍ
１－ｅ－βｍ( )ｔ ＋Ｂｐ( )０

Ｍ ｅ－βｍ }}ｔ ． （３８）

当ｔ≥ｔｃ时，

Ｕ＝ ２
２ｑｕ＋ｐ( )０＋ｐ（Ｈ）

ｑｕ＋ｐ( )０{ －

∑
∞

ｍ＝１

２
ＢＭ －( )１ｍ＋１ｐ( )０－ｐ( )Ｈ

Ｍ２β{
ｍ

１－ｅ－βｍ( )ｔ ＋

Ｂｐ( )０
Ｍ ｅ－βｍｔ＋

Ｂｑｕ
Ｍβｍｔｃ

ｅ－βｍ ｔ－ｔ( )ｃ －ｅ－βｍ[ ] }}ｔ ． （３９）

３　 地基固结性状分析
图３是不同因素对固结度的影响，图中的参数取

值为：ｎ＝１０，ｓ＝５，Ｈ／ｒｅ＝２０，ｋｍ／ｋｖ＝２，δ＝０．４．
图３（ａ）为加荷历时对砂井地基固结的影响．可

以看出，在最终荷载相同的情况下，达到最终荷载的

时间越长，固结越慢．当Ｔｈｃ＝０时，为荷载瞬时施加，
固结最快．Ｔｈｃ为地基的水平固结时间因子．

图３（ｂ）是真空度对砂井地基固结的影响．可
以看出，真空度越大，砂井地基固结越快．

图３（ｃ）是真空度沿深度的衰减数速度对竖井
地基固结的影响．可以看出，真空度衰减越慢，砂井
地基固结越快．

图３（ｄ）是地基深度与砂井影响区半径之比
Ｈ／ｒｅ对砂井地基固结度的影响．从图中可以看出，
Ｈ／ｒｅ越小，地基固结越快，与不考虑地基竖向渗流
时的差别越大．

图３（ｅ）是地基径竖向渗透系数之比 ｋｍ／ｋｖ对
砂井地基固结度的影响．可以看出，在ｋｍ不变的情
况下，ｋｖ越大，地基固结越快，与不考虑地基竖向
渗流时的差别越大．

４　结论
本文考虑真空度沿竖井线性减小，同时考虑堆

载为单级线性施加，还考虑了地基的径竖向渗流以

及扰动区土体水平渗透系数呈抛物线变化，推导了

真空联合堆载预压下竖井地基固结度的一个解析

解．并分析了地基固结性状．分析结果表明：
１）在最终荷载相同的情况下，达到最终荷载

的时间越长，固结越慢．
２）采用真空联合堆载预压比只采用堆载预压固

结要快，真空度越大，沿深度衰减越慢，固结越快．
３）在地基 Ｈ／ｒｅ和 ｋｍ／ｋｖ较小时，地基的竖向

渗流对地基的固结度有较大的影响．

５５
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图３　不同因素对砂井地基固结度的影响
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