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功能梯度材料板中 Ｐ－ＳＶ波的传播特性 ①
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摘　要：了解功能梯度材料板中波的传播特性，对这种材料的无损检测十分重要．研究了非均匀ＦＧＭ板中面内ＰＳＶ波
的传播规律，采用ＷＫＢＪ方法推导了ＦＧＭ板中ＰＳＶ波的频散关系方程式，得出了ＦＧＭ板ＰＳＶ波的近似解析解，同时给出
了它们的数值实现算法，以实用的金属（Ｎｉ）－陶瓷（ＴｉＣ）梯度材料板模型为实例，研究了当板中几个材料参数变化时 ＰＳＶ
波的频散关系变化规律，并给出了ＰＳＶ波波面上与各阶频散关系对应的位移分布曲线图，板厚度变化时，波数相应变化，对
应于同一导波相速度，随着板的厚度增大，面内耦合波波数相应减小，当板厚度不变，材料组成成分比率发生改变时，波数

相应发生变化，当金属含量比率逐渐降低，同样的相速度下，耦合波的波数随之增大，随着波速的增大，频散曲线趋于平缓．
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　　功能梯度材料（ＦＧＭ）于２０世纪８０年代随着
航空航天行业的需求而得到发展，功能梯度材料的

应用越来越广泛，但功能梯度材料在制造、使用等

过程中都会由于损伤而在构件内部产生缺陷，对构

件的安全使用造成了危险，所以功能梯度材料的无

损检测就十分重要了，因此，了解弹性波在功能梯

度材料中的传播特性具有重要意义．对均匀材料中
弹性波的传播已经得到了广泛研究，然而，由于功
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能梯度材料板的非均匀性使得其中弹性波研究得

较为困难，特别是在大型梯度材料板的无损检测方

面依然没有什么进展，就是由于波在板中的传播规

律的复杂性，难以透彻掌握．目前国内外的研究状
况基本如下．

ＣｈｅｎＷＱ，ＷａｎｇＨＭ，ＢａｏＲＨ［１］运用分层矩
阵法分析了梯度材料板中弹性波传播的一些特性．
ＪａｃｑｕｅｌｉｎｅＶｏｌｌｍａｎｎ，ＤｉｅｔｅｒＭ［２］等采用有限差分法
研究了铝铁复合功能梯度材料构件中弹性波的一

些传播特性；ＰａｔｅｌＢＰ，ＧｕｐｔａＳＳ，ＬｏｋｎａｔｈＭＳ［３］等
采用高阶模态理论研究了功能梯度材料圆柱体的

一些动力学力学特性；ｌｍａｉｍｏｕｎｉＬＥ，ＬｅｆｅｂｖｒｅＪＥ，
ＺｈａｎｇＶ［４］，ＳｅｙｙＭ，ＨａｓｈｅＭｉｎｅｊａｄ，ＭａｌｅｋｉＭ［５］；以
及ＨｉｒｏｔａｋａＳａｔｏ，Ｙａｓｕｈｉｄｅ［６］等分析了梯度材料圆
柱体中波传播的一些特性；黄自萍、张铭、吴文

青［７］等基于有限元法与有限差分法联合的区域分

裂法研究了弹性波的数值模拟过程．罗松南，周正
平，程红梅，［８－９］，童桦［１０］基于分层法研究了弹性

波的在混凝土中的传播特性；上述研究，一部分使

用传递矩阵法均需要对构件分层进行，另一部分则

采用有限元法等数值方法或其改进方法，对功能梯

度材料板中面内ＰＳＶ波特性进行不分层的解析研
究或数值研究，由于其数学上的复杂性，目前还很

少见有研究．
本文采用的整体分析方法建立了数学计算模

型，采用ＷＫＢＪ方法研究了功能梯度材料板多个弹
性参数同时变化时面内ＰＳＶ波的传播特性．不用分
层得到其近似解析解，并以金属Ｎｉ－陶瓷ＴｉＣ材料
合成的功能梯度板为实例计算，得到功能梯度材料

板中多个参数变化时 ＰＳＶ波的频散关系图以及对
应于各阶频散关系的位移曲线图，所得结论可为

ＦＧＭ的无损检测和动力反应问题分析提供参考
依据．

１　力学模型及其基本方程式
功能梯度材料弹性板力学模型如图１所示，水

平方向无限大，ｙ轴为出面方向，板的厚度为 ｈ考
虑面内运动．

图１　梯度材料板计算模型图

因为是平面应变的面内运动，所以位移分量假

设为

ｖ＝０． （１）
ｕ＝ｕ（ｘ，ｚ，ｔ）． （２）
ｗ＝ｗ（ｘ，ｚ，ｔ）． （３）

拉梅常数 λ，μ是沿板厚度方向连续变化的函数
关系．

令纵波波速为

α＝α（ｚ）＝ λ（ｚ）＋２μ（ｚ）
ρ（ｚ槡 ）

． （４）

令横波波速为

β＝β（ｚ）＝ μ（ｚ）
ρ（ｚ槡 ）

． （５）

位移表示的运动微分方程组为

α２（ｚ）
２ｕ
ｘ２
＋ α２（ｚ）－β２（ｚ[ ]）

２ｗ
ｘｚ

＋

β２（ｚ）
２ｕ
ｚ２
＋（ １
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μ
ｚ
）（
ｕ
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＋ｗ
ｘ
）＝

２ｕ
ｔ２
． （６）

α２（ｚ）
２ｗ
ｚ２
＋ α２（ｚ）－β２（ｚ[ ]）

２ｕ
ｘｚ

＋β２（ｚ）
２ｗ
ｘ２
＋

（
１
ρ（ｚ）

λ
ｚ
）（
ｕ
ｘ
＋ｗ
ｚ
）＋ ２
ρ（ｚ）

μ
ｚ
ｗ
ｚ
＝

２ｗ
ｔ２
． （７）

令波场为沿水平ｘ方向传播，即
ｕ＝ｆ（ｚ）ｅｘｐｉ（κｘ－ωｔ[ ]）． （８）

ｗ＝ｇ（ｚ）ｅｘｐｉ（κｘ－ωｔ[ ]）． （９）

代入运动微分方程式（６）和式（７）式得

β２（ｚ）
２ｆ
ｚ２
＋｛ １
［β２（ｚ）－α２（ｚ）］ρ２（ｚ）

μ
ｚ
λ
ｚ
＋

ω２－α２（ｚ）κ２｝ｆ（ｚ）＝０． （１０）

α２（ｚ）
２ｇ
ｚ２
＋｛ １
［β２（ｚ）－α２（ｚ）］ρ２（ｚ）

μ
ｚ
λ
ｚ
＋

２
［β２（ｚ）－α２（ｚ）］ρ２（ｚ）

２μ
ｚ２
＋ω２ －β２（ｚ）κ２｝ｇ（ｚ）

＝０． （１１）
对于高频波，由式（１０）进一步简可得

２ｆ
ｚ２
＋κ２［ ｃ

２

β２（ｚ）
－ α２

β２（ｚ）
］ｆ（ｚ）＝０． （１２）

由式（１１）进一步简化可得

２ｇ
ｚ２
＋κ２［ ｃ

２

α２（ｚ）
－ β２

α２（ｚ）
］ｇ（ｚ）＝０． （１３）

上两式为Ｓ－Ｌ型微分方程组，设

γ２１（ｚ）＝
ｃ２－β２（ｚ）
α２（ｚ）

． （１４）

γ２２（ｚ）＝
ｃ２－α２（ｚ）
β２（ｚ）

． （１５）

５０１
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则式（１３）改写为

２ｇ
ｚ２
＋κ２γ２１（ｚ）ｇ＝０． （１６）

则式（１２）改写为

２ｆ
ｚ２
＋κ２γ２２（ｚ）ｆ＝０． （１７）

２　方程式求解

由ＷＫＢＪ法求解式（１６），得其通解为

γ（ｚ）＜０时：

ｇ（ｚ）＝Ａ －γ１（ｚ[ ]） －１４ｅｘｐκ∫－γ１（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ＋
Ｂ －γ１（ｚ[ ]） －１４ｅｘｐκ∫－γ１（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ． （１８）

γ（ｚ）＞０时：

ｇ（ｚ）＝Ａγ１（ｚ[ ]） －１４ｃｏｓκ∫γ１（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ＋
Ｂγ１（ｚ[ ]） －１４ｓｉｎκ∫γ１（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ． （１９）

由ＷＫＢＪ法求解式（１７），得其通解为

γ（ｚ）＜０时：

ｆ（ｚ）＝Ｃ －γ２（ｚ[ ]） －１４ｅｘｐκ∫－γ２（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ＋
Ｄ －γ２（ｚ[ ]） －１４ｅｘｐκ∫－γ２（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ． （２０）

γ（ｚ）＞０时：

ｆ（ｚ）＝Ｃγ２（ｚ[ ]） －１４ｃｏｓκ∫γ２（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ＋
Ｄγ２（ｚ[ ]） －１４ｓｉｎκ∫γ２（ｚ槡 ）ｄ[ ]ｚ． （２１）

对于自由边界条件：

σｚ＝０；

τｚｘ ＝０
{ ．

（２２）

对于上表面，即ｚ＝０时，考虑边界条件式（２２）可得
方程

［λ（０）＋２μ（０）］γ１（０）
－[ ]
１
４ ′Ａ＋［λ（０）＋

２μ（０）］γ１（０）
－１４ γ１（０槡 ）κＢ＋ｉμ（０）γ２（０）

－１４κＣ＝０． （２３）

ｉκγ１（０）
－１４Ａ＋μ（０）γ２（０）

－[ ]
１
４ ′Ｃ＋

μ（０）κγ２（０）
－１４ γ２（０槡 ）Ｄ＝０． （２４）

对于下表面，即ｚ＝ｈ时，考虑边界条件式（２２）可得
方程

［λ（ｈ）＋２μ（ｈ）］
γ１（ｈ）

－[ ]
１
４ ′ｃｏｓκ∫

ｈ

０

γ１（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓ－

γ１（ｈ）
－[ ]
１
４ ′ｓｉｎκ∫

ｈ

０

γ１（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓκ γ１（ｈ槡
{ }

）

Ａ＋

［λ（ｈ）＋２μ（ｈ）］
γ１（ｈ）

－[ ]
１
４ ′ｓｉｎκ∫

ｈ

０

γ１（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓ＋

γ１（ｈ）
－１４ｃｏｓκ∫

ｈ

０

γ１（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓκ γ１（ｈ槡
{ }

）

Ｂ＋

ｉκμ（ｈ）γ２（ｈ）
－１４ｃｏｓκ∫

ｈ

０

γ２（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓＣ＋

ｉκμ（ｈ）γ２（ｈ）
－１４ｓｉｎκ∫

ｈ

０

γ２（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓＤ＝０． （２５）

［ｉκ］γ１（ｈ）
－１４ｃｏｓκ∫

ｈ

０

γ１（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓＡ＋
ｉκγ１（ｈ）

－１４ｓｉｎκ γ１（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓＢ＋

μ（ｈ）
γ２（ｈ）

－[ ]
１
４ ′ｃｏｓκ∫

ｈ

０

γ２（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓ－

γ２（ｈ）
－[ ]
１
４ ′ｓｉｎκ∫

ｈ

０

γ２（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓκ γ２（ｈ槡
{ }

）

Ｃ＋

μ（ｈ）
γ２（ｈ）

－[ ]
１
４ ′ｓｉｎκ∫

ｈ

０

γ２（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓ＋

γ２（ｈ）
－１４ｃｏｓκ∫

ｈ

０

γ２（ｓ槡 ）ｄ[ ]ｓκ γ２（ｈ槡
{ }

）

Ｄ＝０． （２６）

由以上式（２３）、式（２４）、式（２５）、式（２６）４个
方程组成的关于系数Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ的线性齐次代数方
程组，该方程组有非零解的充要条件是其系数行列

式等于零，则由该条件可以得到关于 ＰＳＶ波传播
的关于相速度ｃ与波数κ之间的频散关系方程式，
可记作

Ｑ（ｃ，κ）＝０． （２７）
该方程为一个十分复杂的包含积分的超越方

程，只能采用数值方法求解．

３　实例分析
研究模型采用金属（Ｎｉ）－陶瓷（ＴｉＣ）梯度材

料板模型，选用的几何模型是金属 Ｎｉ和陶瓷材料
ＴｉＣ的梯度混合结构，上表面是陶瓷ＴｉＣ，下表面为
金属Ｎｉ，并且材料的组成从一侧到另一侧作梯度
连续变化．具体尺寸为厚度 ｈ分别取３．５ｍｍ，５．５
ｍｍ，７．５ｍｍ，两长度方向为无限大的薄板结构．

根据频散式（２７）的一些基本特性，即依照导
波相速度ｃ取值范围分别在小于板的最小横波波
速内取值、导波相速度ｃ取值范围在板最大横波波
速与最小纵波波速之间取值、导波相速度ｃ取值范
围在大于板的最小纵波波速取值，可以用性质不同

的２个区域进行分析：
由式（４）计算最小纵波波速及最大纵波波速，
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由式（５）计算可得该功能梯度材料板的最小横波
波速，最大横波波速．

１）当 ω
βｍａｘ

＞κ＞ ωαｍｉｎ
时，分别取板厚ｈ为３．５

ｍｍ，５．５ｍｍ，７．５ｍｍ，可以绘出 ＦＧＭ板厚度变化
时其频散关系图，由式（２７）计算可得前５阶频散
关系如下图２所示，图中５条曲线从下至上依次为
ｎ＝０，ｎ＝１，ｎ＝２，ｎ＝３，ｎ＝４阶的频散关系曲线，
横坐标表示相速度 ｃ（ｋｍ／ｓ），纵坐标表示波数 κ．
从图中可以看出，阶次越高，频散关系具有越强的

非线性特性；随着功能梯度板厚度的增加，对应同

样的相速度，ＰＳＶ耦合波的波数越来越大．

图２　板厚度ｈ变化时ＰＳＶ耦合波频散曲线变化图

当
ω
βｍａｘ

＞κ＞ ωαｍｉｎ
时，由式（２７）计算可以绘出

当材料参数变化（２种组成成分材料体积含量变

化）时，图３给出了功能梯度板中金属Ｎｉ不同含量
时的ＰＳＶ波传播时的频散曲线，图中５条曲线从
下至上依次为ｎ＝０阶、ｎ＝１阶、ｎ＝２阶、ｎ＝３阶、
ｎ＝４阶的频散关系曲线，横坐标表示相速度 ｃ
（ｋｍ／ｓ），纵坐标表示导波波数κ从图中可以看出，
随着金属Ｎｉ含量ｔ的减少，对应同样的相速度下，
ＰＳＶ耦合波的波数随之增大．

图３　Ｎｉ体积含量ｔ变化时ＰＳＶ耦合波频散曲线变化图

２）当κ＜ ω
αｍａｘ
时，式（２７）无解．

当板厚度ｈ为７．５ｍｍ时，前５阶模态的横截
面上的位移分布如图４所示，横坐标表示板厚方向
坐标ｚ（ｍｍ），纵坐标表示 ＰＳＶ耦合波面内位移
（μｍ），从图中可以看出，由于上下表面材料不同，
位移分布也具有不同的特征，上表面（ｚ＝０处）总
具有位移的绝对值的最大值．
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图４　板厚度为７．５ｍｍ的ＰＳＶ耦合波５阶模态纵向位
移图

４　结论
分析了功能梯度材料板层中 ＰＳＶ波耦合导波

的传播特性，推导出功能梯度材料板中 ＰＳＶ耦合
波传播的频散关系方程式，计算了常见的金属—陶

瓷功能梯度材料板面内 ＰＳＶ耦合波传播时的频散
关系（ｃ－κ），绘制了板厚度变化和材料组成成份
时的频散关系图．通过实例计算分析发现：
１）ＰＳＶ面内耦合导波在功能梯度材料板传播

时，其频散关系表现为导波数 κ随着波速 ｃ的变
化，当导波波速大于最大横波波速βｍａｘ且小于最小
纵波波速αｍｉｎ时，其频散关系表明波数 κ随着波传
播的相速度 ｃ呈非线性关系．对应不同阶次的模
态，非线性强弱不同，当模态阶次越高时，呈现出越

强的非线性特征．
当导波波速大于最大纵波波速 αｍａｘ时，则当为

高频波时，频散关系方程无解．
２）当梯度材料板的厚度变化时，波数 κ相应

变化．对应于同一导波相速度，随着板的厚度增大，
面内耦合波波数相应减小．
３）当厚度不变，２种材料参数组成成分比率发

生改变时，频散关系图中的波数κ在某一区间会相
应发生变化，取波速 ｃ在５．２１ｋｍ／ｓ至６．６１ｋｍ／ｓ
之间．从图中可以看出，当金属含量比率逐渐降低，
对应同样的相速度下，ＰＳＶ耦合波的波数随之增
大．随着波速 ｃ的增大，ｃ－κ斜率越来越小，频散
曲线趋于平缓．

　　４）给出了波面上ＰＳＶ耦合波的位移分布曲线
图．功能梯度材料板中位移场的分布比均匀材料板
中的位移场要复杂得多，对于低阶 ＰＳＶ耦合导波
模式，位移场的幅度小一些，各阶模态对应的最大

位移幅度均发生在金属含量最低的表面（ｚ＝０）．
这里所给出的研究结果，在应用弹性波对功能

梯度材料板进行无损检测时，具有参考价值．
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