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摘　要：定义了直觉模糊数及其比较规则，提出了直觉模糊数间的ＰＡＯ算子．针对准则间具有偏好关系且准则权重未
知并变化，准则值为直觉模糊数的模糊多准则决策问题，提出了利用ＰＡＯ算子进行集结的决策方法．该方法通过计算各方
案在不同准则下的相对满意指数和相对精度，利用 ＰＡＯ算子获得每个方案的具体准则权重并生成计分函数和精确函数．
通过计分函数的比较，得出方案集的排序结果．实例分析表明了该方法的有效性和可行性．
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　　早在１９８６年，Ａｔａｎａｓｓｏｖ在传统模糊集的基础
上增加了非隶属度这一参数，率先提出了直觉模糊

集的概念［１］．１９９３年，Ｇａｕ和Ｂｕｅｈｒｅｒ定义了Ｖａｇｕｅ
集［２］．其后，Ｂｕｓｔｉｎｃｅ和 Ｂｕｒｉｌｌｏ证明了 Ｖａｇｕｅ集实
质上就是直觉模糊集［３］．由于直觉模糊集合能够
更加全面的描述事物隶属状态、非隶属状态以及无

法确定的中间状态，更加符合描述客观世界的模糊

情况．因此，广泛的应用在诸如决策［４－５］、模式识

别［６］、市场预测以及机器学习［７］等领域．近年来，
有关直觉模糊集的研究主要集中在直觉模糊算子、

直觉模糊决策方法、直觉模糊集的应用等几个方

面．如文献［８］和文献［９］对直觉模糊数的大小比
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较、精确度、直觉模糊平均加权算子、直觉模糊有序

加权算子、计分函数等问题进行了论述．文献［１０］
和文献［１１］对属性值为直觉模糊数、区间直觉模
糊数且权重信息不完全的直觉多准则决策方法作

出了研究．文献［１２］则定义了直觉语言数，并针对
直觉语言数的决策问题，提出了一种基于直觉语言

算子的决策方法．而文献［４］、文献［６］分别论述了
直觉模糊集在不同领域的具体应用．然而，有关多
属性直觉模糊决策中，广泛的存在属性之间存在着

某种偏好关系，且这种偏好程度随具体准则值变化

的问题．比如，假设人们购买某件产品主要考虑质
量以及价格２个主要因素，在人们的心目中，产品
的质量必须满足一定的要求，然后才开始考虑产品

的价格．也就是说质量属性优先于价格属性．但是
这种优先并不是保持一成不变，因为人们总是选择

性价比最好的产品，即对于同类产品中不同的个

体，质量属性与价格属性的相对权重并不保持不

变，而是与个体的具体属性值密切相关．
本文就是针对多属性直觉模糊决策中，属性值

为直觉模糊数，且属性之间存在偏好关系，同时属

性的权重随方案值变化的问题，提出了一种基于

ＰＡＯ算子的直觉模糊决策方法．文章的第二部分
对直觉模糊数的有关概念进行了阐述．第三部分论
述了直觉模糊数 ＰＡＯ算子及其权重的确定方法．
第四部分提出了一种直觉模糊数的决策方法并给

出了实例分析．

１　直觉模糊数的定义及其有关运算

定义１　根据Ａｔａｎａｓｓｏｖ在文献［１］中的定义，
直觉模糊集合Ａ定义为

Ａ＝｛＜ｘ，μＡ（ｘ），ｖＡ（ｘ）＞ｘ∈Ｘ｝．
其中，０≤μＡ（ｘ）＋ｖＡ（ｘ）≤１，ｘ∈Ｘ；

μＡ：Ｘ→［０，１］，μＡ（ｘ）∈［０，１］，表示ｘ隶属
于集合Ａ的程度；

ｖＡ：Ｘ→［０，１］，ｖＡ（ｘ）∈ ［０，１］，表示 ｘ非隶
属于集合Ａ的程度．

πＡ（ｘ）＝１－μＡ（ｘ）－ｖＡ（ｘ），πＡ（ｘ）∈ ［０，
１］，称为直觉模糊指数，表示 ｘ是否隶属或非隶属
于Ａ的模糊程度．

定义２　α＝［μα，ｖα］，β＝［μβ，ｖβ］为２个
直觉模糊数，其中

μα∈ ［０，１］，ｖα ∈ ［０，１］，μβ ∈ ［０，１］，ｖβ ∈

［０，１］，０≤μα＋ｖα≤１，０≤μβ＋ｖβ≤１；Ｓ（α）

＝μα＋ｖα，Ｈ（α）＝μα＋ｖα．
１）如果Ｓ（α）＜Ｓ（β），则α＜β．

２）如果Ｓ（α）＞Ｓ（β），则α＞β．
３）如果Ｓ（α）＝Ｓ（β），那么如果 Ｈ（α）＜Ｈ

（β），则α＜β；如果Ｈ（α）＝Ｈ（β），则α＝β；
如果Ｈ（α）＞Ｈ（β），则α＞β．

定义３　α＝［μα，ｖα］，β＝［μβ，ｖβ］为２个直

觉模糊数，其中

μα∈ ［０，１］，ｖα ∈ ［０，１］，μβ ∈ ［０，１］，ｖβ ∈
［０，１］，０≤μα＋ｖα≤１，０≤μβ＋ｖβ≤１，则

αβ＝［μα＋μβ－μαμβ，ｖαｖβ］，

λα＝［１－（１－μα）λ，１－（１－ｖα）λ］．

２　直觉模糊ＰＡＯ算子

Ｙａｇｅｒ在文献［１３］中最早阐述了准则值为确

定数的 ＰＡＯ方法，并讨论了 ＰＡＯ算子的有关性
质，其后ＧｈｏｌａｍＲ在文献［１４］中将其用在投票系

统中．假设准则集合可以分为独立的 ｑ个集合，标
记为Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｑ，Ｈｉ＝｛Ｃｉ１，Ｃｉ２，… ，Ｃｉｎｉ｝表示第

ｉ个准则集合中具有ｎｉ个准则．而且假定在准则间

具有严格的优先级别Ｈ１＞Ｈ２＞Ｈｑ，即对于任意ｉ＝

１，２，…，ｑ和 ｋ＝１，２，…，ｑ，只要 ｉ＜ｋ则 Ｈｉ＞Ｈｋ．

对于任意候选方案ｃｉｊ（ｘ）表示第ｊ个准则在第ｉ个
集 合 中 的 满 意 指 标，计 分 函 数 Ｃ（ｘ）

＝∑
ｑ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ωｉｊｃｉｊ（ｘ），其中 ωｉｊ是指第 ｉ个准则集合

中第ｊ指标的权重．
定理１　根据Ｙａｇｅｒ的ＰＡＯ算法，设多准则决

策问题中存在 Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｑ，ｑ个准则集合，每个

准则集合中只存在一个准则．共有 ｎ个待选择方
案，每个方法在相应准则下满意度指标标记为

ｃｉｊ（ｘ）（ｉ＝１，２，…，ｎ，ｊ＝＝１，２，…，ｑ）．对于待选

方法ｉ，其ωｉｊ定义如下：

ωｉ１ ＝１，ωｉｊ＝∏
ｊ－１

ｋ＝１
ｃｉｋ（ｘ）．

证明过程可参考文献［１３］．
定理２　直觉模糊ＰＡＯ算子定义如下，设权重

未知直觉模糊多准则决策问题中有 Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｍ
共ｍ个准则，准则优先关系Ｈ１＞Ｈ２＞… ＞Ｈｍ，存

在Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ共ｎ个待排序方案，对应的准则值

分别为直觉模糊数，记为ｃｉｊ＝［μｉｊｖｉｊ］，表示第ｉ个

０７
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排序方案在第 ｊ个准则下的指标值．其中 ｉ＝１，２，

…，ｎ且ｊ＝＝１，２，…，ｍ．ωｉｊ为第 ｉ个排序方法在

第ｊ个指标下的权重向量．ωｉｊ确定过程如下计算：

１）在ｃｉｊ＝［μｉｊｖｉｊ］中，当ｖｉｊ≥μｉｊ时，则ｃｉｊ＝

０，且ωｉｊ＝１；

２）当ｊ＝１时，ωｉ１ ＝１；

３）若ｃｉｊ－１ ＝０，则ωｉｊ＝１；

４）当ｊ≠１时，ｃｉｋ≠０（ｋ＝１，２，…，ｊ），根据定

义３对于第ｊ个准则，计算ｓｊ＝ｃ１ｊ"ｃ２ｊ"…"

ｃｎｊ，

根据定义２计算 Ｓ（ｃ１ｊ），Ｓ（ｃ２ｊ），…，Ｓ（ｃｎｊ）和 Ｓ

（ｓｊ）．对于第ｉ个方案，令Ｔｉｊ＝Ｓ（ｃｉｊ）／Ｓ（ｓｊ），则

ωｉｊ＝∏
ｊ－１

ｋ＝１
Ｔｉｋ．

证明：

１）准则之间存在偏好关系，当 ｖｉｊ≥μｉｊ，则 Ｓ

（ｃｉｊ）≤０，表示在该准则下，方案 Ａｉ支持度为负

数，即该准则下得分函数为０．因此令 ｃｉｊ＝０，ωｉｊ
＝１；

２）根据定理１，有ｊ＝１时，ωｉ１ ＝１；

３）根据定义２和定义３，ｓｊ表示在准则ｊ下，所

有方案的总体计分．Ｓ（ｃｉｊ）表示方案 ｉ在准则 ｊ下

的总体满意程度，则 Ｔｉｊ＝Ｓ（ｃｉｊ）／Ｓ（ｓｊ）表示在 ｊ

准则下，第ｉ个方案相对满意程度．根据定理１，有

ωｉｊ＝∏
ｊ－１

ｋ＝１
Ｔｉｋ．

３　一种权重未知的直觉模糊多准则
决策方法

　　设有权重未知的直觉模糊多准则决策问题中

有Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｍ共ｍ个准则，准则优先关系Ｈ１ ＞

Ｈ２ ＞… ＞Ｈｍ，存在Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ共ｎ个待排序方

案，对应的准则值分别为直觉模糊数标记为ｃｉｊ＝［

μｉｊｖｉｊ］，表示第ｉ个排序方案在第 ｊ个准则下的指

标值．其中ｉ，ｋ＝１，２，…，ｎ，ｊ，ｌ＝＝１，２，…，ｍ．决策

过程如下：

１）求解Ｔｉｊ＝Ｓ（ｃｉｊ）／Ｓ（ｓｊ）和权重ωｉｊ；

２）求解Ｈｉｊ＝Ｈ（ｃｉｊ）／Ｈ（ｓｊ）；

３）计算方案Ａｉ的满意度计分函数 ｙｉ＝ωｉ１Ｔｉ１
＋ωｉ２Ｔｉ２ ＋…＋ωｉｍＴｉｍ；

４）计算方案 Ａｉ的精度计分函数 ｚｉ ＝ωｉ１Ｈｉ１
＋ωｉ２Ｈｉ２ ＋…＋ωｉｍＨｉｍ；

５）若ｙｉ＞ｙｋ，则方案Ａｉ优于方案方案Ａｋ；
若ｙｉ＝ｙｋ，ｚｉ＞ｚｋ，则方案Ａｉ优于方案方案Ａｋ；
若ｙｉ＝ｙｋ，ｚｉ＝ｚｋ，则根据准则优先顺序，根据

定义２依次比较Ｓ（ｃｉｌ），Ｓ（ｃｋｌ）Ｈ（ｃｉｌ），Ｈ（ｃｋｌ）．若ｃｉｌ
＞ｃｋｌ，则方案Ａｉ优于方案方案Ａｋ，若ｃｉｌ＝ｃｋｌ，则方
案Ａｉ与方案Ａｋ无差别．

假设某企业考虑到某地进行实际投资，考虑当

地的政治（α１），经济（α２），文化（α３），人口（

α４）４个属性因素，且属性间存在α１≥α２≥α３≥
α４弱序优先关系．决策者对 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ４个地方进
行考察，给出了如下的直觉模糊决策矩阵：

Ｒ１＝

［０．５，０．４］ ［０．７，０．１］ ［０．５，０．２］ ［０．７，０．２］
［０．６，０．２］ ［０．８，０．１］ ［０．６，０．３］ ［０．５，０．３］
［０．７，０．１］ ［０．４，０．２］ ［０．８，０．１］ ［０．５，０．２］
［０．４，０．３］ ［０．６，０．２］ ［０．６，０．３］ ［０．７，０．２











］

１）计算每个准则下的总体计分ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ４
ｓ１ ＝［０．５，０．４］［０．６，０．２］［０．７，０．１］

［０．４，０．３］＝［０．９６４，０．００２４］；
ｓ２ ＝［０．７，０．１］［０．８，０．１］［０．４，０．２］

［０．６，０．２］＝［０．９８５６，０．００００８］；
ｓ３ ＝［０．５，０．２］［０．６，０．３］［０．８，０．１］

［０．６，０．３］＝［０．９８４，０．００１８］；
ｓ４ ＝［０．７，０．２］［０．５，０．３］［０．５，０．２］

［０．７，０．２］＝［０．９７７５，０．０００９６］．
２）计算Ｓ（ｃｉｊ），Ｓ（ｓｊ）和Ｔｉｊ＝Ｓ（ｃｉｊ）／Ｓ（ｓｊ），生

成Ｔｉｊ矩阵Ｒ２：

Ｒ２ ＝

０．１／０．９６ ０．６／０．９９ ０．３／０．９８ ０．５／０．９８
０．４／０．９６ ０．７／０．９９ ０．３／０．９８ ０．２／０．９８
０．６／０．９６ ０．２／０．９９ ０．７／０．９８ ０．３／０．９８











０．１／０．９６ ０．４／０．９９ ０．３／０．９８ ０．５／０．９８

３）根据定理２计算每个方案的ＰＡＯ算子的权
重ωｉｊ：

ω１１ ＝１；ω１２ ＝０．１０；ω１３ ＝０．０７；ω１４ ＝０．０２；

ω２１ ＝１；ω２２ ＝０．４２；ω２３ ＝０．１３；ω２４ ＝０．０４；

ω３１ ＝１；ω３２ ＝０．６３；ω３３ ＝０．１８；ω３４ ＝０．１３；

ω４１ ＝１；ω４２ ＝０．１０；ω４３ ＝０．０４；ω４４ ＝０．０１．
４）计算 Ｈｉｊ＝Ｈ（ｃｉｊ）／Ｈ（ｓｊ），生成 Ｈｉｊ矩

阵Ｒ３：

Ｒ３ ＝

０．９／０．９６ ０．８／０．９９ ０．７／０．９８ ０．９／０．９８
０．８／０．９６ ０．９／０．９９ ０．９／０．９８ ０．８／０．９８
０．７，／０．９６ ０．６／０．９９ ０．９／０．９８ ０．７／０．９８











０．９／０．９６ ０．８／０．９９ ０．９／０．９８ ０．９／０．９８

１７
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５）计算满意度函数 ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，精确度函数
ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４生成排序结果．

ｙ１ ＝０．２０；ｙ２ ＝０．６２；ｙ３ ＝０．９８；ｙ４ ＝０．１６．
ｙ３ ＞ｙ２ ＞ｙ１ ＞ｙ４．
因此，无需计算精确度函数的具体数值，方案

的优先顺序为Ａ３，Ａ２，Ａ１，Ａ４．

４　结论

本文定义了直觉语言集、直觉模糊数及其相关

概念，给出了准则值为精确数下的 ＰＡＯ算子及其
权重，提出了准则值为直觉模糊数的 ＰＡＯ算子及
其权重确定方法．针对权重未知的属性间具有偏好
关系的直觉模糊多准则问题，提出了一种基于

ＰＡＯ算子的决策方法，并给出了具体步骤和算例．
该方法适用于准则权重随具体方案值变化的情况，

而这种情况在现实生活中普遍存在．同时对于准则
值和权重都为直觉模糊数的且权重变化的模糊直

觉多准则决策问题有待进一步研究．
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