
第２９卷 第４期
２０１４年　 １２月

湖南科技大学学报（自然科学版）
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｕｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅ＆Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ）

Ｖｏｌ．２９Ｎｏ．４
Ｄｅｃ．２０１４

ｄｏｉ：１０．１３５８２／ｊ．ｃｎｋｉ．１６７２－９１０２．２０１４．０４．０１３

地基中附加应力分布规律分析 ①
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摘　要：通过集中力和均布力作用下地基中附加应力的计算，分析了深度和水平距离对集中力作用下地基中附加应力
的影响，计算了矩形面积在均布荷载作用下地基中不同位置处附加应力的分布．结果表明，集中力作用下地基土中的附加
应力存在最大值，均布荷载作用下矩形面积内的附加应力随着深度增加而下降，矩形面积外的点的附加应力随深度的增加

先增加后减少，存在最大值．
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　　附加应力是在外荷载（如建筑物荷载、车辆荷
载、填筑路堤、地震荷载等）作用，地基土中产生的应

力增量，是引起地基变形的主要原因［１］．法国数学家
布辛奈斯克（Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ．Ｊ．Ｖ）１８８５年，运用弹性力
学的方法推出了在半无限空间表面上作用竖向集中

力时在弹性体内任意点所引起的应力和应变的解析

解，解决了半无限平面受法向集中力作用的问题，该

问题称为布辛奈斯克问题，是弹性力学中最有理论

价值的结论之一［２］．目前多数基础如条形基础、矩形
基础、圆形基础等在土体中产生的附加应力和沉降

都通过布辛奈斯克方法进行计算［２－４］．地基中某点
处附加应力的大小与基础底面上分布荷载的分布规

律及其大小、分布面积的几何形状及其大小、所求应

力点的空间位置等因素有关［５－７］，但是目前的研究

没有系统给出地基中附加应力在各影响因素作用下

的变化规律．本文通过对集中力和均布力作用下，地
基中附加应力的传递规律及特殊位置处附加应力的

计算，分析各因素对地基中附加应力的影响规律，明

确地基中附加应力的分布特点，有利于深入理解地

基中附加应力的分布，对基础设计和地基沉降计算

有一定的指导作用．

１　集中力作用下地基中的附加应力
根据布辛奈斯克集中力作用下附加应力的
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解［８－１０］，可以得到任意点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）的竖向应力的
计算公式如图１所示．

σｚ＝
３Ｆ
２π

ｚ３

（ｒ２＋ｚ２）
５
２
． （１）

式中，σｚ为 Ｍ点的竖向附加应力；Ｆ为集中力；ｒ
为 Ｍ 点与集中力作用点的水平距离，ｒ＝

ｘ２＋ｙ槡
２；ｚ为 Ｍ点的竖向深度，ｚ≥ ０．根据式

（１）对竖向附加应力进行分析，为了便于利用
Ｍａｔｌａｂ软件数值计算，令Ｆ＝１００ｋＮ．

图１　集中荷载

１．１　深度ｚ对附加应力的影响

当 ｒ＝０时，σｚ ＝
３Ｆ
２πｚ２

，因此 ｌｉｍ
ｚ→０
σｚ ＝∞，

ｌｉｍ
ｚ→∞
σｚ＝０，σｚ随着深度ｚ增加单调下降．

当ｒ≠０时，σｚ（ｚ＝０）＝
３Ｆ
２π

ｚ３

（ｒ２＋ｚ２）
５
２
＝０，

ｌｉｍ
ｚ→∞
σｚ＝ｌｉｍｚ→∞

３Ｆ
２π

ｚ３

（ｒ２＋ｚ２）
５
２
＝０．

可见此时ｚ＝０时不是奇异点，当
ｄσｚ
ｄｚ ＝

３Ｆ
２π

ｚ３（３ｒ２－２ｚ２）
（ｒ２＋ｚ２）

７
２
＝０时，ｚ＝０或 ｚ＝

槡
３
２ｒ．当 ｚ＝

槡
３
２ｒ时，σｚ的最大值为 σｚｍａｘ ＝

３Ｆ
２π

（
３
２）

３
２

（
５
２）

５
２ｒ２
＝

０．２８Ｆ
π

１
ｒ２
，因此表明 σｚｍａｘ随着 ｒ的增加而迅速下

降，如图２所示，ｒ值越小，σｚｍａｘ越大，即在地中ｚ＝

槡
３
２ｒ处存在附加应力最大值，这是集中力作用下

律，地基中附加应力分布的一个重要特点．
１．２　ｒ对附加应力的影响

当 ｚ一定时，σｚ ＝
３Ｆ
２π

ｚ３

（ｒ２＋ｚ２）
５
２
，ｌｉｍ
ｒ→∞

３Ｆ
２π

ｚ３

（ｒ２＋ｚ２）
５
２
＝０，随着ｒ增加而下降．因此ｒ＝０有

最大值σｚｍａｘ＝
３Ｆ
２π
１
ｚ２
，因此表明σｚｍａｘ随着ｚ的增加

图２　附加应力随ｚ变化

而迅速下降，如图３所示．

图３　附加应力随ｒ的变化

１．３　集中力作用下附加应力的等值线
从图４可以看出集中力在地基中引起的附加

应力等值线随着深度的增加而无限扩散，大小不断

减少，综合反映了ｒ和ｚ对附加应力的影响．

图４　集中力作用下附加应力的等值线

２　均布荷载作用下矩形面积地基中
的附加应力

　　均布荷载作用下矩形面积地基中的附加应力
计算一般利用布辛奈斯克集中力的公式，进行积分

而求解［１１－１３］，如图５所示，得到 Ｍ点的附加应力
计算公式，如式（２）所示，可以计算均布荷载 Ｐ０作

６６
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用下矩形平面下地基中的附加应力．

σｚ ＝
ｐ０
２π
［

ｌｂｚ（ｌ２＋ｂ２＋２ｚ２）
（ｌ２＋ｚ２）（ｂ２＋ｚ２） ｌ２＋ｂ２＋ｚ槡

２
＋

ａｒｃｔａｎ（ ｌｂ
ｚ ｌ２＋ｂ２＋ｚ槡

２
）］． （２）

图５　均布荷载作用下的附加应力

２．１　ｌ和ｂ对附加应力的影响
矩形平面下任一点 Ｍ，深度为 ｚ，如图６所示，

在平面上的投影为Ｏ．平面图形分成Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ
４个矩形，根据式（２）可以列出 Ｍ点的附加应
力［１４－１５］如式（３）所示．

σｚＭ ＝
ｐ０
２π
｛［
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ｙ＋ｂ
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２
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２
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［
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２＋ｂ２ｘ＋２ｚ
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２＋（ｂ－ｂｘ）

２
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２
＋

ａｒｃｔａｎ
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ｚ （ｌ－ｌｙ）
２＋（ｂ－ｂｘ）

２
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２
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［
ｌｙ（ｂ－ｂｘ）ｚ（ｌ

２
ｙ＋（ｂ－ｂｘ）

２＋２ｚ２）

（１２ｙ＋ｚ
２）（ｂ－ｂｘ）

２＋ｚ２） （ｌ２ｙ＋（ｂ－ｂｘ）
２＋ｚ槡

２
＋

ａｒｃｔａｎ
ｌｙ（ｂ－ｂｘ）

ｚ （ｌ２ｙ＋（ｂ－ｂｘ）
２＋ｚ槡

２
）］． （３）

分析σｚＭ受ｌｙ和ｂｘ２个参数变化的影响，可以
通过数学求导数的方法来确定最大值点，式（３）过
于复杂，求解出极值点实际上有很大的困难，用

Ｍａｔｌａｂ绘图的方法表明分析最大值的位置．ｌ＝１０
ｍ，ｂ＝５ｍ，Ｐ０＝１００ｋＰａ，绘制出 ｚ＝５ｍ时，σｚＭ
数值的云图如图７所示，可以明显看出，当 ｌｙ＝５
ｍ，ｂｘ＝２．５ｍ时σｚＭ取最大值４８．０９４５ｋＰａ，说明
了均布荷载下矩形基础下相同深度处，矩形平面中

心点处的竖向附加应力最大，把ｂｘ＝
１
２ｂ，ｌｙ＝

１
２ｌ

代入式（３）中，得到 Ｍ点的附加应力最大值
σｚＭ（ｍａｘ）为

σｚＭ（ｍａｘ）＝
ｐ０
２π
［

ｌｂｚ（１４ｌ
２＋１４ｂ

２＋２ｚ２）

（
１
４ｌ
２＋ｚ２）（１４ｂ

２＋ｚ２）（１４ｌ
２＋１４ｂ

２＋ｚ２）５
＋

４ａｒｃｔａｎ（１４
ｌｂ

ｚ（１４ｌ
２＋１４ｂ

２＋ｚ２）５
）］．

图６　矩形面积示意图

图７　附加应力受平面尺寸的影响（ｚ＝５ｍ）

２．２　深度ｚ对附加应力的影响
当ｚ＝０时，矩形面积上的４个顶点处的附加

应力σｚ ＝０．２５Ｐ０，而４个边线上点的附加应力
σｚ＝０．５Ｐ０，而且矩形面积内任一点处的附加应
力σｚ＝１．０Ｐ０，如图８（ａ）所示，附加应力最大值
都在ｚ＝０处，随着ｚ的增加附加应力值迅速下降．

矩形平面外的任一点，当ｚ＝０时，σｚ＝０，随
着ｚ值的增加 σｚ出现一个极值点，与集中力作用
下地基中ｒ＞０时的附加应力分布情况类似，如图
８（ｂ）所示，说明了土中应力传递的扩散特点．

均布荷载作用下矩形平面附加应力的等值线，

随着深度的增加，等值线值越来越小，扩散范围也

越来越大，如图９所示．

７６
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图８　均布荷载下矩形平面附加应力随深度的变化

图９　均布荷载下矩形平面附加应力等值线

３　结论
１）集中力作用下，当ｒ＝０，深度ｚ＝０时，是奇

异点，地基中附加应力无穷大；当 ｒ≠０，深度 ｚ＝

槡
３
２ｒ时，地基中附加应力存在最大值．

２）均布荷载作用下，矩形平面内的点，当深度
ｚ＝０时，地基中附加应力值最大，随着深度的增
加地基中附加应力值减少；矩形平面外的点，当深

度ｚ＝０时，地基中附加应力等于０，随着深度的
增加，地基中附加应力先增加后减少，存在最大值．
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