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基于平面靶标的相机内部参数标定精度分析 ①
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摘　要：相机内部参数标定是实现机器视觉测量的必要环节．目前常用的标定方法有 Ｔｓａｉ两步法、ＤＬＴ方法以及基于
平面标靶的张正友法等．张正友法简单易行，因而得到广泛应用，标定精度取决于平面靶标的制作精度、图像特征点坐标的
提取精度、镜头畸变、靶标摆放数目以及位姿分布等．对张正友标定方法的精度进行探讨，分析各影响因素对标定精度的影
响，提出基于均匀设计的思想进行靶标位姿分布的设计思想．仿真和实际测试证明，采用均匀设计的靶标布局明显提高相
机内部参数标定精度．
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相机标定是确定相机模型参数的过程，是计算机视觉测量系统实现的前提．相机标定精度直接影响视
觉测量系统的精度［１］．相机标定一般可分为传统标定方法和自标定方法２类．传统标定方法有Ｔｓａｉ［２］提出
的基于径向约束的２步法，ＫａｒａｒａＨＭ［３］提出的直接线性变换法（简称 ＤＬＴ法）以及张正友［４］提出的基于

平面靶标的标定方法等．
张正友标定法是一种经典算法，简单实用且精度较高，因而受到广泛使用．标定过程分为两步：首先用

线性方程求出相机的内外参数初步值，再用最大似然估计法优化各参数．虽然理论上３幅图片即可标定出
相机参数，但是通过仿真和实际测试，Ｚｈａｎｇ［４］指出平面靶标摆放的数量越多，及参与标定的图像数目越
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多，相机内部参数标定精度越高．除数量外，靶标位姿分布对标定精度也有显著影响，当靶标姿态差异较小
时，即靶标平面接近相互平行状态，则标定模型是一个病态模型，标定结果误差较大．

针对上述问题，本文将均匀设计的思想引入到靶标姿态分布设计中，并讨论分析多种因素对标定精度

的影响．

１　基于平面标靶的相机标定原理
１．１　相机模型

相机标定包含内部参数和外部参数，外部参数包括旋转矩阵Ｒ与平移向量Ｔ：
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内部参数包括线性透视变换参数和非线性畸变参数．线性透视变换参数表达了图像坐标系与相机坐
标系的映射关系可表示为
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其中，ｓ为一任意的非零尺度因子，等式（２）左边为图像坐标系；等式右边矩阵 ｘｙｚ为相机坐标系；矩阵
ＸＹＺ为靶标的世界坐标系；矩阵Ｒ，Ｔ为相机外部参数；（ｕ０，ｖ０）为主点坐标，表示相机光轴与图像平面的
交点；ａｘ，ａｙ分别是相机以像素为单位的横坐标轴和纵坐标轴上的焦距；ｒ是ｕ轴和ｖ轴不垂直因子．

理论上镜头会同时存在径向形变和切向形变，非线性畸变参数包括径向畸变和切向畸变参数等，可将

上述相机坐标系扩展为

ｘ′＝ｘ／ｚ． （３）
ｙ′＝ｙ／ｚ． （４）
ｘ″＝ｘ′（１＋ｋ１ｒ

２＋ｋ２ｒ
４）＋２ｐ１ｘ′ｙ′＋ｐ２（ｒ

２＋２ｘ′２）． （５）
ｙ″＝ｙ′（１＋ｋ１ｒ

２＋ｋ２ｒ
４）＋ｐ１（ｒ

２＋２ｙ′２）＋２ｐ２ｘ′ｙ′． （６）
ｒ２ ＝ｘ′２＋ｙ′２． （７）

其中ｋ１和ｋ２为径向畸变系数，ｐ１和ｐ２为切向畸变系数．畸变系数跟拍摄的场景无关，与拍摄图像的分辨
率无关．
１．２　标定步骤

１）制作平面靶标，靶标为棋盘格形或圆形图案，如图１所示：

图１　各类靶标

２）相机拍摄靶标在多个姿态情况下的图片．
３）提取图像上的特征点．
４）使用张正友封闭模型估计初值，即相机的５个内部参数和外部参数．
５）利用最小二乘法求解出镜头畸变系数．
６）优化所有参数．
在上述标定步骤２中，Ｚｈａｎｇ［４］并没有对靶标姿态布局明确说明，本文对靶标位姿分布采用均匀设计

思想．
１９８７年，均匀设计由王元教授和方开泰教授共同提出．均匀设计使每个试验点从“均匀分散”性出发，

其相比正交设计，有着试验次数少，因素的水平可以被适当调整等优点．
将均匀设计思想引入到平面靶标姿态标定中，靶标在相机视场范围内摆放，其姿态范围在正负４５°左

右，具体分布参照方开泰教授编写的均匀设计使用表［５］中的因素、水平以及偏差．

２４
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靶标姿态标定的因素为６个量［６］，分别是绕Ｘ轴、Ｙ轴、Ｚ轴旋转的角度 α，β，γ以及沿３个轴方向的
平移量Ｔｘ，Ｔｙ，Ｔｚ，而这６个因素的分布范围即为水平．其中，当３个角度在多次摆放差异较小时，即靶标平
面接近相互平行状态，则标定模型是一个病态模型，标定结果误差较大．待因素和水平确定后，再根据均匀
使用表中的偏差值来确定最终所需的使用表（偏差值越小，表示均匀度越好）．

２　相机标定内部参数的仿真
为了分析靶标摆放数目、位姿分布以及镜头畸变对相机内部参数标定精度［７－１０］的影响，本文进行了３

组对比仿真实验．第一组对靶标位姿分布采用均匀设计思想且摆放数目分别以６（幅）、１０（幅）、１６（幅）来
进行仿真；第二组对靶标位姿分布分别采用均匀设计使用表和任意绕一轴旋转４５°［４］来进行对比；第三组
在相机模型中考虑切向畸变和不考虑切向畸变的２种情况下标定内部参数．
２．１　第一组仿真结果

图像大小为２５９２ｐｉｘｅｌ×１９４４ｐｉｘｅｌ，图形为棋盘格（每格大小为３３ｍｍ，共２５６个角点）．相机的参数
设置如下：ａｘ＝５０９４．００，ａｙ＝５０９４．００，ｕ０＝１２９６．００，ｖ０＝９７２．００，ｋ１＝０．１４０，ｋ２＝１．１２６，设置标靶绕 Ｘ
轴、Ｙ轴、Ｚ轴的转动范围为（－４０°，３５°），平移范围分别是（－１６５，－２４０）ｍｍ、（－１６５，－２４０）ｍｍ和（２
４００，２７００）ｍｍ，靶标位姿分布采用均匀设计使用表．对于靶标的摆放数目，Ｚｈａｎｇ［４］提到摆放数目越多，标
定精度越好．本实验分别以６（幅）、１０（幅）、１６（幅）的摆放数目进行标定，在随机噪声强度为０．３像素的
情况下仿真５００次，相机内部参数标定结果如表１所示．

表１　实验标定结果 （ａｘ，ａｙ，ｕ０，ｖ０单位：像素）

αｘ αｙ ｕ０ ｖ０ ｋ１ ｋ２
参数设定值 ５０９４．００ ５０９４．００ １２９６．００ ９７２．００ ０．１４０ １．１２６

标定值均值（６幅） ５０９３．８５ ５０９３．９５ １２９６．１２ ９７１．８８ ０．１４０ １．１０７
标定值均值（１０幅） ５０９３．９２ ５０９３．９２ １２９５．８８ ９７１．９２ ０．１４０ １．１２２
标定值均值（１６幅） ５０９４．０１ ５０９３．９８ １２９５．９３ ９７１．９８ ０．１４０ １．１２７
标定值标准差（６幅） １．４８ １．３８ ０．５８ ０．６２ ０．００２ ０．０８６
标定值标准差（１０幅） ０．９４ ０．９８ ０．３８ ０．４２ ０．００２ ０．０４４
标定值标准差（１６幅） ０．８８ ０．８４ ０．２９ ０．３３ ０．００１ ０．０３４

　　可见，靶标摆放的数目越多，相机内部参数标定值的均值越接近真实值，标定值的标准差也更小，使标
定精度越好．
２．２　第二组仿真结果

方案一：靶标位姿绕任意一轴旋转４５°，随机生成１６个位姿［４］；方案二：靶标位姿采用均匀设计使用

表（Ａ１．１７Ｕ１６１６
１２），共１６个位姿，且都在随机噪声强度为０．３像素的情况下仿真５００次．采用均匀设计表

的的靶标位姿分布如表２所示，在这２种情况下标定的内部参数如表３所示．

表２　靶标位姿分布

α／（°） β／（°） γ／（°） Ｔｘ／ｍｍ Ｔｙ／ｍｍ Ｔｚ／ｍｍ α／（°） β／（°） γ／（°） Ｔｘ／ｍｍ Ｔｙ／ｍｍ Ｔｚ／ｍｍ

－４０ －２５ －１５ －１７５ －１７０ ２５２０ ０ －３５ －３０ －２１０ －１６５ ２６２０
－３５ －５ １５ －１９０ －１８０ ２６６０ ５ －１５ ０ －２２５ －１７５ ２４２０
－３０ １５ －４０ －２０５ －１９０ ２４６０ １０ ５ ３０ －２４０ －１８５ ２５６０
－２５ ３５ －１０ －２２０ －２００ ２６００ １５ ２５ －２５ －１７０ －１９５ ２７００
－２０ －３０ ２０ －２３５ －２１０ ２４００ ２０ －４０ ５ －１８５ －２０５ ２５００
－１５ －１０ －３５ －１６５ －２２０ ２５４０ ２５ －２０ ３５ －２００ －２１５ ２６４０
－１０ １０ －５ －１８０ －２３０ ２６８０ ３０ ０ －２０ －２１５ －２２５ ２４４０
－５ ３０ ２５ －１８５ －２４０ ２４８０ ３５ ２０ １０ －２３０ －２３５ ２５８０

表３　实验标定结果 （ａｘ，ａｙ，ｕ０，ｖ０单位：像素）

αｘ αｙ ｕ０ ｖ０ ｋ１ ｋ２

参数初始值 ５０９４．００ ５０９４．００ １２９６．００ ９７２．００ ０．１４０ １．１２６

标定值均值（方案一） ５０９４．０２ ５０９３．９８ １２９５．９０ ９７１．９０ ０．１４０ １．１２４

标定值均值（方案二） ５０９４．０１ ５０９４．０１ １２９５．９１ ９７１．９１ ０．１４０ １．１２５

标定值标准差（方案一） １．７２ １．８６ １．３１ １．０６ ０．００２ ０．０８２

标定值标准差（方案二） ０．８６ ０．８６ ０．３３ ０．３１ ０．００１ ０．０４１
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　　可见，方案二的标定值均值更接近真实值，同时标准差比方案一的标准差小，说明靶标布局采用均匀
设计的相机内部参数标定精度优于靶标绕任意一轴旋转４５°标定的精度．
２．３　第三组仿真结果

在随机噪声强度为０．３像素的情况下，计算５００次，靶标的位姿分布采如表２所示，模型中考虑切向
畸变和不考虑切向畸变，计算两者对相机内部参数的标定精度的影响．相机参数设置同上，２组内参的标
定结果如表４所示．

表４　实验标定结果 （ａｘ，ａｙ，ｕ０，ｖ０单位：像素）

αｘ αｙ ｕ０ ｖ０ ｋ１ ｋ２ ｐ１ ｐ２

参数初始值 ５０９４．００ ５０９４．００ １２９６．００ ９７２．００ ０．１４０ １．１２６ ０．００１ ０．００２

标定值均值（不考虑切向畸变） ５０９４．０１ ５０９３．９８ １２９５．９３ ９７１．８８ ０．１４０ １．１２７ ０ ０

标定值均值（考虑切向畸变） ５０９４．１０ ５０９４．０８ １２９５．８７ ９７１．７４ ０．１４０ １．１１７ ０．００１ ０．００２

标定值标准差（不考虑切向畸变） ０．８７ ０．８４ ０．２９ ０．３２ ０．００１ ０．０３４ ０ ０

标定值标准差（考虑切向畸变） ０．９６ ０．９６ １．３４ １．２２ ０．００２ ０．０３９ ０．００１ ０．００２

　　表４说明，相机模型中考虑切向畸变，使参数估计值多增加了２个，当估计值与真实值存在较大偏差
时，考虑切向畸变的相机内部参数标定的标准差大于不考虑切向畸变的标准差，影响参数的标定精度．

３　现场实验部分
实验采用了三坐标测量机（型号：ＧｌｏｂａｌＩｍａｇｅ７１０７；厂家：Ｂｒｏｗｎ＆ＳｈａｒｐｅＩｎｃ，ＵＳＡ），图像分辨率为

２５９６ｐｉｘｅｌ×１９４４ｐｉｘｅｌ的工业相机，特征点个数为１６×１６，特征点间距为３３ｍｍ的棋盘格大靶标，特征点个
数为６×６，特征点间距为３３ｍｍ的棋盘格小靶标，以及亮度恒定的ＬＥＤ点阵光源，并在图像采集时保持外部
环境和各硬件状态稳定．同时，实验统一约定以靶标的第一个角点为世界坐标系原点，如图２所示．

分别进行３组实验：第一组实验和第二组实验采用大靶标，将相机安装在三坐标测量机上．第三组实
验采用小靶标，将其安装在三坐标测量机上．

图２　实验器材

３．１　第一组实验
方案一：根据表３结论，靶标位姿分布采用均匀分散使内部参数标定精度较好，提出采用均匀分散性

的靶标１７个位姿摆放，如表５所示．方案二：采用表２的靶标位姿分布，分别得到２种方案的内部参数标
定值，如表６所示．

表５　靶标位姿摆放 （°）

α β γ α β γ
－４０ ０ ０ ０ －４０ ０
－３０ ０ ０ ０ －３０ ０
－２０ ０ ０ ０ －２０ ０
－１０ ０ ０ ０ －１０ ０
０ ０ ０ ０ １０ ０
１０ ０ ０ ０ ２０ ０
２０ ０ ０ ０ ３０ ０
３０ ０ ０ ０ ４０ ０
４０ ０ ０
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表６　实验标定结果 （ａｘ，ａｙ，ｕ０，ｖ０单位：像素）

αｘ αｙ ｕ０ ｖ０ ｋ１ ｋ２

方案一均值 ３９４８．５１ ３９４８．６５ １３４１．５２ ９５５．４１ ０．００３ ０．８４９

方案二均值 ３９５０．４７ ３９４９．４４ １３３６．８１ ９４５．４５ ０．０２８ ０．４９５

方案一标准差 １．７２ １．８８ １．２９ １．７８ ０．００１ ０．０１５

方案二标准差 １．５２ １．６８ ０．７３ ０．５７ ０．００１ ０．０１３

　　表６数据表明基于均匀设计思想的靶标布局对实际试验的相机内部参数标定精度也有所提高．
３．２　第二组实验

在考虑切向畸变和不考虑切向畸变的２种情况下对内部参数的标定．靶标的位姿分布如表７所示，在
上述２种情况下对内部参数标定，标定值如表８所示．

表７　靶标位姿分布 （°）

α β γ α β γ α β γ

－３０ ０ ０ １５ ０ ０ ０ ０ ０

－１５ ０ ０ ３０ －３０ ０ ０ １５ ０

０ ０ ０ ０ －１５ ０ ０ ３０ ０

表８　实验标定结果 （ａｘ，ａｙ，ｕ０，ｖ０单位：像素）

αｘ αｙ ｕ０ ｖ０ ｋ１ ｋ２ ｐ１ ｐ２

考虑切向畸变均值 １３７２７．７２ １３７１５．０８ １３４２．３１ １００４．３２ １．２５２ ４．２９５ ０．００３ ０．００７

不考虑切向畸变均值 １３７４４．１１ １３７３１．９９ １４３２．１５ １０５７．０１ １．１０１ ３．８０４ ０ ０

考虑切向畸变标准值 ９．８４ ９．４３ ２．５６ ２．５３ ０．０１４ ２．８３９ ０ ０

不考虑切向畸变标准值 ９．２６ ９．０７ １．０９ １．３１ ０．０１１ ２．１６２ ０ ０

可见，相对于不考虑切向畸变，考虑切向畸变时的内部参数标准差偏大，对此，将表８中参数（考虑切
向畸变均值）作为已知条件，得到相机的切向畸变量计算结果如表９所示．

表９　相机的切向畸变量 像素

Ｐｕｍａｘ Ｐｕｍｉｎ Ｐｖｍｉｎ Ｐｖｍｉｎ

１．００６２ ０．００２７ ０．８１１６ ０．０００２

　　表９中，Ｐｕｍａｘ，Ｐｕｍｉｎ为相机图像坐标系中ｕ方向的最大和最小切向畸变量；Ｐｖｍａｘ，Ｐｖｍｉｎ为相机图像坐标系中
ｖ方向的最大和最小切向畸变量．可见，得到较小切向畸变量的同时，内参标定值的标准差却明显偏大．
３．３　第三组实验

本实验分为２组：在考虑切向畸变和不考虑切向畸变的２种情况下，第一组对靶标旋转角度的精度影
响进行验证；第二组对靶标平移的精度影响进行验证．
１）第一组实验
将靶标摆放５个不同的姿态，每个姿态经过工业相机拍摄后，获得一幅图像．同时，三坐标测量机测量

靶标平面，得到平面的法向量，通过每个姿态的法向量计算它们之间的夹角，并以此夹角作为参考值，与标

定的相机外部参数Ｒ，Ｔ计算的两两姿态之间的夹角相对比，所拍５个姿态的图像如图３所示．

图３　靶标姿态

通过张正友算法，得到相机考虑切向畸变和不考虑切向畸变的情况下内部参数的标定值，如表１０所

５４



湖南科技大学学报（自然科学版） ２０１５年第３０卷

示．三坐标测量机测量的各平面间的夹角如表１１所示．
表１０　实验标定结果 像素

αｘ αｙ ｕ０ ｖ０
考虑切向畸变 １３７２２．６９ １３７０２．９６ １５３１．６３ １０１１．７６
不考虑切向畸变 １３７１９．１８ １３７０５．１７ １３８３．６８ １０２０．７４

表１１　各平面之间的夹角 （°）

第一与第二平面夹角 第二与第三平面夹角 第三与第四平面夹角 第四与第五平面夹角

三坐标测量机 １２．００ ２６．６０ ２９．２０ １５．０１
考虑切向畸变 １１．９９ ２６．５８ ２９．３３ １４．９９
不考虑切向畸变 １１．９９ ２６．５９ ２９．３１ １４．９９

　　可见，靶标旋转后各平面之间的夹角与三坐标测量机测量的结果相接近，说明切向畸变对靶标旋转后
各平面之间的夹角影响较小．
２）第二组实验
相机正对靶标拍摄，将靶标平移５个位置，计算出靶标每次平移后，靶标原点的５个相对值的大小与

三坐标测量机上设定的相对值大小的对比结果，如表１２所示．
表１２　相对值 ｍｍ

第一个位置与第二个位置

平移相对值

第二个位置与第三个位置

平移相对值

第三个位置与第四个位置

平移相对值

第四个位置与第五个位置

平移相对值

三坐标测量机 ９０．００ ５０．００ １６０．００ ９０．００
考虑切向畸变 ８９．８２ ４２．５０ １５４．６８ ８９．８０
不考虑切向畸变 ９０．２９ ４９．５２ １６１．８５ ９０．２９

　　从表１２知，相机模型不考虑切向畸变时，靶标平移后，靶标原点之间的相对值与三坐标测量机初始设
定的相对值相接近；而考虑切向畸变时，相对值与三坐标测量机初始设定的相对值有一定的差异．

４　结论
本文简单介绍了相机标定原理，阐述了将靶标位姿分布采用均匀设计思想的设计方法．通过一系列仿

真和实际测试得到如下结论：对于靶标位姿的分布，采用均匀设计会使相机内部参数标定精度有所提高；

而对于相机模型来说，切向畸变对内部参数影响较大，且对靶标平移多次后各相对值也有一定的影响，可

能是内部参数估计值多增加２个，估计值与真实值之间存在较大偏差，使内部参数不稳定造成的；而对靶
标旋转后各平面之间的夹角影响不大．因此，在工程中，修正切向畸变，减小它对相机内部参数的影响显得
尤为重要．
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