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摘　要：针对一种变形Ｌｉｕ混沌系统，研究其驱动与响应的单向耦合同步控制问题．基于李雅普诺夫稳定性理论，分析
研究该变形Ｌｉｕ混沌系统稳定性，提出系统的单向耦合控制系数建构方法，通过 Ｍａｔｌａｂ软件进行数值研究该系统的驱动、
响应系统的误差系统同步控制问题，数值结果显示有效实现该系统的同步控制目标；设计出同步控制电路原理，并用

Ｍｕｌｔｉｓｉｍ电路仿真软件对其进行同步控制验证；数值分析和电路仿真软件实验结果一致，相互验证其正确性与有效性．
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ｓｏｆｔｗａｒｅｃｉｒｃｕｉｔ

混沌是非线性科学的一个分支、具有初值敏感、内秉随机性等动力学特点，人们要利用混沌系统，必然

要对其施以控制，以到达同步的目标．随着Ｐｅｃｏｒａ等提出用驱动－响应控制混沌同步［１］后，人们意识到混

沌是可控、可利用的，同时其在保密通信、生物医学、信息处理等方面的广泛应用前景，使混沌及其同步控
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制成为非线性科学研究热点［２－５］，也提出一些混沌同步控制方法，如反馈同步法［６］、激活控制法［７］、全局

同步法［８］、基于观测器的同步法［９］；新混沌系统的建构与同步控制从未间断，研究者还从不同的专业需

求，研究混沌的同步问题［１０－１５］，已经取得了一些理论成果，同步控制方法有的设置很复杂，对混沌同步控

制的电路实现难度大，不利于混沌同步的实际应用．该文针从电路实现简单化角度出发，用单向耦合同步
法对一种变形Ｌｉｕ混沌系统进行同步控制研究，应用稳定性理论，得出单向耦合反馈控制参数的取值范
围，并用Ｍａｔｌａｂ数值模拟软件、Ｍｕｌｔｉｓｉｍ电路仿真软件研究其同步控制问题，数值分析与电路设计都实现
该系统的同步控制目标．

１　变形Ｌｉｕ混沌系统特性

文献［１６］构造出一种新的变形Ｌｉｕ混沌系统，并通过研究其动力学行为、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数及其维数，用
ｍａｔｌａｂ和电路仿真软件设计实现其奇怪吸引子、时域波形图等，验证了该系统的混沌特性，其数学模型为

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）；
ｙ＝ｂｘ－ｋｘｚ＋ｄｙ；
ｚ＝－ｃｚ＋ｈｘ２

{
．

（１）

当参数取ａ＝１０，ｂ＝４０，ｃ＝２．５，ｄ＝４，ｋ＝１，ｈ＝４时，初始值为（０．０１，０．２０，０．００）时，该系统吸引
子的相图、时域波形图如图１所示．

图１　系统吸引子的相图、时域波形图

２　变形Ｌｉｕ混沌系统的同步控制

该文用单向耦合同步法［１７－１８］，研究该变形 Ｌｉｕ系统的同步控制问题．其基本原理是，设某系统 Ｘ＝

Ｆ（Ｘ），其驱动系统为 Ｘ＝Ｆ（Ｘ）、响应系统为 Ｙ＝Ｆ（Ｙ）＋αＥ（Ｙ－Ｘ），其中α为增益或耦合强度，Ｅ为

响应系统与驱动系统变量线性之差的矩阵，则系统误差为ｅ＝Ｙ－Ｘ，即系统的稳定性转变成误差系统的

稳定性问题．

新的变形Ｌｉｕ混沌系统的数学模型如式（１），则可得其驱动系统和响应系统分别为式（２）和式（３）．

驱动系统为

ｘ１ ＝ａ（ｙ１－ｘ１）；
ｙ１ ＝ｂｘ１－ｋｘ１ｚ１＋ｄｙ１
ｚ１ ＝－ｃｚ１＋ｈｘ

２
１

{
．

； （２）

响应系统为

ｘ２ ＝ａ（ｙ２－ｘ２）－ｋ１（ｘ２－ｘ１）；
ｙ２ ＝ｂｘ２－ｋｘ２ｚ２＋ｄｙ２－ｋ２（ｙ２－ｙ１）；

ｚ２ ＝－ｃｚ２＋ｈｘ
２
２－ｋ３（ｚ２－ｚ１）

{
．

（３）

其中ｋ１，ｋ２，ｋ３为反馈放大倍数，设

ｅ１ ＝ｘ２－ｘ１；

ｅ２ ＝ｙ２－ｙ１；

ｅ３ ＝ｚ２－ｚ１
{

．

（４）

８８
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则有误差系统为

ｅ１ ＝ｘ２－ｘ１；
ｅ２ ＝ｙ２－ｙ１；
ｅ３ ＝ｚ２－ｚ１

{
．

（５）

将式⑵～式⑷代入式⑸并整理得：
ｅ１ ＝ａ（ｙ２－ｙ１）－ａ（ｘ２－ｘ１）－ｋ１（ｘ２－ｘ１）＝－（ｋ１＋ａ）ｅ１＋ａｅ２；
ｅ２ ＝ｂ（ｘ２－ｘ１）－ｋ（ｘ２ｚ２－ｘ１ｚ１）＋ｄ（ｙ２－ｙ１）－ｋ２（ｙ２－ｙ１）＝（ｂ－ｋｚ２）ｅ１＋（ｄ－ｋ２）ｅ２－ｋｘ１ｅ３
ｅ３ ＝－ｃ（ｚ２－ｚ１）＋ｈ（ｘ

２
２－ｘ

２
１）－ｋ３（ｚ２－ｚ１）＝－（ｃ＋ｋ３）ｅ３＋ｈｅ１（ｘ２＋ｘ１）

{
．

； （６）

取正定李雅普诺夫函数为Ｖ（ｔ）＝１２（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３）． （７）

则有 Ｖ（ｔ）＝ｅ１ｅ１＋ｅ２ｅ２＋ｅ３ｅ３． （８）

将式⑷～式⑹代入式⑻得：
Ｖ（ｔ）＝－（ｋ１＋ａ）ｅ

２
１＋（ｄ－ｋ２）ｅ

２
２－（ｃ＋ｋ３）ｅ

２
３＋（ａ＋ｂ－ｋｚ２）ｅ１ｅ２＋ｈ（ｘ２＋ｘ１）ｅ１ｅ３－ｋｘ１ｅ２ｅ３，利用

ｘｎｅｎｅｍ ＝（ａｅ
２
ｎ＋
ｘ２ｎ
４ａｅ

２
ｍ）－（槡ａｅｎ－

ｘｎ
２槡ａ
ｅｍ）

２整理可得：

Ｖ（ｔ）＝－（ｋ１＋ａ－２ｈａ－１）ｅ
２
１－（ｋ２－ｄ－

（ａ＋ｂ－ｋｚ１）
２

４ －ａｋ）ｅ２２－［ｃ＋ｋ３－
ｈ
４ａ（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）＋

ｋ
４ａｘ

２
１］ｅ

２
３－

ｈ（槡ａｅ１－
ｘ１
２槡ａ
ｅ３）

２－ｈ（槡ａｅ１－
ｘ２
２槡ａ
ｅ３）

２－（ｅ１－
ａ＋ｂ－ｋｚ１

４ ｅ２）
２－ｋ（槡ａｅ２＋

ｘ１
２槡ａ
ｅ３）

２． （９）

因为Ｖ（ｔ）为正定，只要取

ｋ１ ＞２ｈａ＋１－ａ，ｋ２ ＞ｄ＋
（ａ＋ｂ－ｋｚ１）

２

４ ＋ａｋ，ｋ３ ＞
ｈ
４ａ（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）－ｃ－

ｋ
４ａｘ

２
１． （１０）

必有 Ｖ（ｔ）≤０，由李雅普诺夫稳定性定理可知，此时误差系统式（６）渐近稳定，即驱动系统式与响应系

统式（３）满足渐近同步条件，也就是只要取适应的ｋ１，ｋ２，ｋ３的值，驱动系统式（２）与响应系统式（３）将渐近达

到同步化目标，由于混沌系统是有界的，容易找到满足式（１０）的ｋ１，ｋ２，ｋ３值．

为了验证理论分析的正确性，用ｍａｔｌａｂ对误差系统⑹进行数值仿真分析，初始值分别取ｘ１（０）＝－１０，

ｘ２（０）＝－２０，ｘ３（０）＝３０，ｙ１（０）＝１０，ｙ２（０）＝２０，ｙ３（０）＝５，ｅ１（０）＝２０，ｅ２（０）＝４０，ｅ３（０）＝－２５仍取系

统（１）混沌时的参数，即ａ＝１０，ｂ＝４０，ｃ＝２．５，ｄ＝４，ｋ＝１，ｈ＝４．

根据（１０）的取值范围，取ｋ１ ＝８０，ｋ２ ＝５，ｋ３ ＝５５，数值仿真结果如图２、图３所示，图２、图３表明混

沌系统式（１）的响应系统和驱动系统仍为混沌状态，响应系统和驱动系统之间的误差系统快速达到同步．

研究还发现反馈系数不同时，混沌系统式（１）的驱动系统与响应系统的同步时间不同．

图２　变形Ｌｉｕ混沌系统的同步误差

９８
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图３　驱动系统式（２）与响应系统式（３）相图

３　变形Ｌｉｕ混沌系统同步控制的电路设计实现

设计出实现变形Ｌｉｕ混沌系统同步控制电路原理图如图４所示，该电路由４个乘法器、１４个反向比例

运算电路、４个积分电路以及６个反向加法电路构成，按照电路理论知识和各运算电路的运算特点，可得

电路方程为

图４　电路原理图

ｘ１ ＝
Ｒ３

Ｒ１Ｒ４Ｃ１
ｙ１－

Ｒ３Ｒ６
Ｒ２Ｒ４Ｒ５Ｃ１

ｘ１；

ｙ１ ＝
Ｒ９

Ｒ７Ｒ１０Ｃ２
ｘ１－

Ｒ６Ｒ９
１０Ｒ５Ｒ８Ｒ１０Ｃ２

ｘ１ｚ１＋
Ｒ９
ＲＲ１０Ｃ２

ｙ１

ｚ１ ＝－
Ｒ１２Ｒ１５

Ｒ１３Ｒ１４Ｒ１６Ｃ３
ｚ１＋

Ｒ２６Ｒ１２
１０Ｒ２５Ｒ１１Ｒ１３Ｃ３

ｘ２１













 ．

； （１１）

０９
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； （１２）

式（１１）、式（１２）分别与式（２）、式（３）比较，有：

ａ＝
Ｒ３

Ｒ１Ｒ４Ｃ１
＝

Ｒ３Ｒ６
Ｒ２Ｒ４Ｒ５Ｃ１

，ｂ＝
Ｒ９

Ｒ７Ｒ１０Ｃ２
，ｋ＝

Ｒ６Ｒ９
１０Ｒ５Ｒ８Ｒ１０Ｃ２

，ｄ＝
Ｒ９
ＲＲ１０Ｃ２

，ｃ＝
Ｒ１２Ｒ１５

Ｒ１３Ｒ１４Ｒ１６Ｃ３
，

ｈ＝
Ｒ２６Ｒ１２

１０Ｒ２５Ｒ１１Ｒ１３Ｃ３
，ｋ１ ＝

Ｒ４１２Ｒ４１４
Ｒ４１１Ｒ４１３Ｒ４１５Ｃ１

＝
Ｒ４２

Ｒ４１Ｒ４２Ｃ１
，ｋ２ ＝

Ｒ１２２Ｒ１２４
Ｒ１２１Ｒ１２３Ｒ１２５Ｃ２

＝
Ｒ１３２

Ｒ１３１Ｒ１３３Ｃ２
，

ｋ３ ＝
Ｒ１４２Ｒ１４４

Ｒ１４１Ｒ１４３Ｒ１４５Ｃ３
＝

Ｒ１０４
Ｒ１０３Ｒ１０５Ｃ３

．

当取Ｃ１＝Ｃ２＝Ｃ３＝１ｕＦ，Ｒ４２，Ｒ４１２，Ｒ１０４，Ｒ１３１，Ｒ１４１，Ｒ１４２，Ｒ１４４，Ｒ４１１，Ｒ１３２，Ｒ１２１，Ｒ１２２，Ｒ１２５，Ｒ１３３，Ｒ１２４，Ｒ４１４＝

２ｋΩ，Ｒ４３ ＝Ｒ４１３＝５ｋΩ，Ｒ１４，Ｒ１，Ｒ３，Ｒ５，Ｒ７，Ｒ１１，Ｒ１２，Ｒ１２５，Ｒ１３３，Ｒ１４，Ｒ１５＝１０ｋΩ，Ｒ１０５＝Ｒ１４５＝１６ｋΩ，Ｒ４１，

Ｒ４１３Ｒ２，Ｒ６ ＝２０ｋΩ，Ｒ１０３ ＝Ｒ１４３ ＝２５ｋΩ，Ｒｘ＝Ｒｙ＝Ｒ４＝Ｒ１０＝Ｒ１３＝１００ｋΩ，Ｒ８＝８ｋΩ，Ｒ１３１＝Ｒ１２３＝

５０ｋΩ，Ｒ９ ＝Ｒ１６ ＝４０ｋΩ时，有ａ＝１０，ｂ＝４０，ｃ＝２．５，ｄ＝４，ｋ＝１，ｈ＝４，ｋ１ ＝８０，ｋ２ ＝５，ｋ３ ＝５５．

在实验电路中，乘法器采用ＡＤ６３３ＪＮ、运算放大器采用 ＡＤ７１１ＪＮ，选择 ±１５Ｖ双电源供电，运行所设

计的电路，用数字示波器观察到同步控制结果如图５所示，与数值分析所得的结果一致，证明电路实现

可行．

图５　相应状态变量相图

４　结论

该文利用单向耦合同步控制法实现了变形 Ｌｉｕ混沌系统的同步控制，理论求解出耦合强度的取值范

围，数值模拟和电路设计实验都实现其同步控制目标，同步实验电路设计实验与数值仿真结果一致，进一

步证明该系统的存在性和可同步化目标，其控制器较为简单、利于实现，更利于实际混沌同步控制应用的

实现，对混沌系统的实际应用提供有益的帮助．
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