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摘　要：定义并确定了自由幺半群上的准严格关系，讨论了所有准严格关系的集合及其若干子集的序性质，并证明了
余相容准严格关系的无关语言都是码．
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本文涉及的关于字、语言、码以及序理论的基本概念和术语可参阅文献［１－４］．
如果Ｌ是某字母表上的一个不含空字的非空语言，且该字母表上的每个字都最多能以一种方式分解

为Ｌ中的字的连接，则称Ｌ为一个码．码是信息处理最基本的工具，码论是形式语言学的核心，并常被视为
理论计算机科学和组合数学的独立分支．前缀码（特别是霍夫曼编码与 ＡＳＣＩＩ码）是应用最广泛的码类．
后缀码是前缀码的左－右对偶概念，超码和内缀码都是前缀码和后缀码的公共子类．这些码类都具有重要
的理论意义和应用价值，大量文献对它们的代数性质、组合性质和统计特征进行了深入、系统的

研究［１－３，５－８］．
码的判定和产生是码论的核心问题．注意到某些码类（如前缀码、后缀码、超码和内缀码等）可以定义

为自由幺半群上的某个关系的无关语言［２］，一个自然的猜测是：是否存在自由幺半群上的某个关系使得

所有码恰好就是这个关系的无关语言？Ｓｈｙｒ和Ｔｈｉｅｒｒｉｎ［９］中否认了这个猜测，并引出了一个新的问题：自
由幺半群上哪些关系的无关语言是码？对此问题的研究导致了一系列具有重要理论意义和应用价值的码

的产生［９－１６］．
本文将引入准严格关系的概念，并讨论准严格关系的无关语言与码的关系．第二节将定义并确定准严

格关系；第三节将刻画无关语言具有某些特殊性质的准严格关系类的序特征；第四节则将证明余相容的准

严格关系的非空无关集都是码．
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１　准严格关系

下文所讨论的字和语言都是至少含２个字母的字母表Ａ上的字和语言，所讨论的关系都是字的集合
Ａ 上的关系．空字记为ｅ，字ｗ的长度记为｜ｗ｜，等于关系记为Δ．关系≤ｐ，≤ｓ，≤ｂ，≤ｄ，≤ｃ定义如下：

≤ｐ ＝｛（ｗ，ｖ）∈Ａ ×Ａ ｜ｖ∈ｗＡ｝，

≤ｓ＝｛（ｗ，ｖ）∈Ａ ×Ａ ｜ｖ∈Ａｗ｝，

≤ｂ ＝｛（ｗ，ｖ）∈Ａ ×Ａ ｜ｖ∈ＡｗＡ｝，
≤ｄ ＝≤ｐ∩≤ｓ，

≤ｃ ＝｛（ｗ，ｖ）∈Ａ ×Ａ ｜ｗｖ＝ｖｗ，｜ｗ｜≤｜ｖ｜｝．
关系≤ｈ定义为：ｗ≤ｈｖ当且仅当存在正整数ｎ及字ｗｉ，ｖｉ（１≤ｉ≤ｎ）使得

ｗ＝ｗ１ｗ２…ｗｎ，　ｖ＝ｖ０ｗ１ｖ１ｗ２…ｗｎｖｎ．
根据文献［２］，上述各关系都是偏序关系（其中≤ｐ，≤ｓ，≤ｂ，≤ｈ依次称为前缀序，后缀序，内缀序和

嵌入序），它们满足以下条件：

≤ｃ≤ｄ≤ｐ≤ｂ ≤ｈ，

≤ｃ≤ｄ≤ｓ≤ｂ≤ｈ．
对于关系σ，如果Ｌ是一个不含空字的语言且
σ∩（Ｌ×Ｌ）Δ． （１）

就称Ｌ为一个σ无关语言，否则就称Ｌ为一个σ相关语言．记所有σ无关语言的集合为Ｉσ．因为Ｉσ包含

空语言且对交运算封闭，所以它关于包含关系形成一个完全∧－半格［９］．记σ的对称闭包为珚σ，即珚σ＝
σ∪σ－１，

则显然有Ｉσ ＝Ｉ珚σ． （２）

关系≤ｐ，≤ｓ，≤ｈ，≤ｂ的非空无关语言都是码，它们依次称为前缀码，后缀码，超码和内缀码
［２］．对于

关系≤ｄ和≤ｃ的无关语言则有下面的结论：

引理１［２］　关系≤ｄ和≤ｃ的非空无关语言不全是码，但二元语言｛ｗ，ｖ｝是一个码当且仅当它是≤
—

ｃ无
关的．

如果关系σ满足条件
Δ∪（｛ｅ｝×Ａ）σ， （３）
｛（ｗ，ｖ）∈σ｜｜ｗ｜＝｜ｖ｜｝Δ． （４）

就称σ为一个准严格关系．记所有准严格关系的集合为 ．
定理１　 就是关系格的区间［Ψ，Φ］，其中
Ψ ＝Δ∪（｛ｅ｝×Ａ），Φ ＝Δ∪｛（ｗ，ｕ）∈Ａ ×Ａ ｜｜ｗ｜≠｜ｕ｜｝．
进一步地，对任意的σ，τ∈ 总有珚σ，珔τ∈ 且

στＩσＩτ， （５）
珚σ珔τＩ珚σＩ珔τ． （６）
证明：因为空字ｅ是唯一的长度为０的字且
Δ∪（｛ｅ｝×Ａ）＝Δ∪（｛ｅ｝×（Ａ －｛ｅ｝）），

所以Ψ ＝Δ∪（｛ｅ｝×Ａ）Φ，
Δ＝｛（ｗ，ｖ）∈Ψ｜｜ｗ｜＝｜ｖ｜｝＝｛（ｗ，ｖ）∈Φ｜｜ｗ｜＝｜ｖ｜｝，
因而Ψ，Φ∈ 且ΨΦ．
如果σ∈ ，则σ满足条件（３），即Ψσ．对任意的（ｕ，ｖ）∈σ，当｜ｕ｜≠｜ｖ｜时，当然有（ｕ，ｖ）∈

Φ；当｜ｕ｜＝｜ｖ｜时，由σ满足条件（４）可得（ｕ，ｖ）∈ΔΦ．这就证明了σ∈［Ψ，Φ］．反过来，如果σ
∈［Ψ，Φ］，则当然有Ψσ，即σ必满足条件（３），而由σΦ及Φ∈ 可知σ也满足条件（４），因而σ
∈ ．这就证明了 ＝［Ψ，Φ］．

４９
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假定σ，τ∈ ．则ΨσΦ，从而
Ψσ珚σ珡Φ ＝Φ，
因此珚σ∈ ．同理可证珔τ∈ ．当στ时，对任意的Ｌ∈Ｉτ都有
σ∩（Ｌ×Ｌ）τ∩（Ｌ×Ｌ）Δ，
从而Ｌ∈Ｉσ，因此式（５）成立．
当珚σ珔τ时，由于珚σ，珔τ∈ ，利用式（５）可以断定Ｉ珚σＩ珔τ．反过来，假定Ｉ珚σＩ珔τ．对任意的（ｕ，ｖ）∈珚σ，

当 ｕ＝ｖ或者ｅ∈｛ｕ，ｖ｝时，由Ψ珔τ可知必有（ｕ，ｖ）∈珔τ；当ｕ≠ｖ且ｅ｛ｕ，ｖ｝时，当然有｛ｕ，ｖ｝Ｉ珚σ，
从而｛ｕ，ｖ｝Ｉ珔τ，即（ｕ，ｖ）∈珔τ，这说明珚σ珔τ，因此式（６）也成立．证明完毕．

注１　利用定理１容易说明

≤ｐ，≤ｓ，≤ｂ，≤ｄ，≤ｃ，≤ｈ∈ ，　≤
—

ｐ，≤
—

ｓ，≤
—

ｂ，≤
—

ｄ，≤
—

ｃ，≤
—

ｈ∈ ．

尽管≤
—

ｈ≤ｓ，但由≤ｈ≤ｓ以及等式（２）和定理１可得
Ｉ≤—ｈ ＝Ｉ≤ｈＩ≤ｓ．

这个例子说明：对于准严格关系σ和τ，一般不能由ＩσＩτ得到στ．

２　几类特殊准严格关系的性质

对于关系σ和语言Ｌ，定义Ｌ的σ跨度为

Ｌσ ＝
｛ｅ｝， 若Ｌ｛ｅ｝，

∪
ｖ∈Ｌ＼｛ｅ｝

｛ｕ∈Ａ ｜ｕ珚σｖ｝， 若Ｌ｛ｅ｝{ ．

单字语言｛ｗ｝的跨度也记为ｗσ．如果对Ｌ的任意真子集Ｘ都有Ｘσ≠Ｌσ，就称Ｌ为一个极小σ生成语
言．容易证明

（Ｌ－｛ｅ｝）σ ＝Ｌσ ＝Ｌ珚σ． （７）
下面的结论引自文献［９］：

引理２［９］　对于关系σ和语言族｛Ｌｉ｝ｉ∈Λ总有 ∪ｉ∈ΛＬ( )
ｉ
σ ＝∪ｉ∈ΛＬ

σ
ｉ．

定理２　令Ｆ１ ＝｛σ∈ ｜除｛ｅ｝外的极小σ生成语言都是σ无关的｝．则准严格关系σ属于Ｆ１的
充分与必要条件是：

（ｗ，ｖ）∈σ［ｗσｖσ或者ｖσｗσ］． （８）
进一步地，Ｆ１还具有以下性质：

（ａ）Ψ是Ｆ１的最小元；

（ｂ）≤
—

ｐ和≤
—

ｓ都是Ｆ１的极大元；
（ｃ）Ｆ１对交运算和并运算都不封闭．

证明：假定σ∈Ｆ１，并任取（ｗ，ｖ）∈σ．当ｗ＝ｖ时，当然有ｗσｖσ．当ｅ＝ｗ≠ｖ时，由σ∈ 可

以断定ｅ∈ｖσ，从而ｗσ ＝｛ｅ｝ｖσ．类似地，当ｅ＝ｖ≠ｗ时必有ｖσ ＝｛ｅ｝ｗσ．当ｗ≠ｖ且ｅ｛ｗ，
ｖ｝时，如果ｗσｖσ且ｖσｗσ，则由引理２可得

｛ｗ，ｖ｝σ ＝ｗσ∪ｖσ｛ｗσ，ｖσ｝，
从而｛ｗ，ｖ｝是一个σ相关的极小σ生成语言，这与σ∈Ｆ１相矛盾．因此，式（８）在任何情形下都成立．

反过来，设σ∈ 使得式（８）成立．如果σＦ１，则存在一个σ相关的极小σ生成语言Ｌ≠｛ｅ｝．由

Ｌ的σ相关性可以知道Ｌ中必有２个不同字ｗ，ｖ满足条件（ｗ，ｖ）∈σ，进而由式（８）有ｗσｖσ或者ｖσ
ｗσ．当ｖσｗσ时，利用引理２可得

Ｌσ ＝（Ｌ－｛ｗ，ｖ｝）σ∪ｗσ∪ｖσ ＝（Ｌ－｛ｗ，ｖ｝）σ∪ｗσ ＝（Ｌ－｛ｖ｝）σ．
当ｗσｖσ时，类似可得Ｌσ ＝（Ｌ－｛ｗ｝）σ．
这２种情形都与Ｌ是极小σ生成语言相矛盾，因此σ∈Ｆ１．至此就证明了准严格关系σ属于Ｆ１的充

５９
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分与必要条件是式（８）成立．下面依次证明（ａ）～（ｃ）．
（ａ）除｛ｅ｝外的Ψ－极小生成集显然都是Ψ－无关的，因而Ψ∈Ｆ１．又因为Ｆ１是 的非空子集，根

据定理１可知Ψ是Ｆ１的最小元．

（ｂ）任取（ｗ，ｖ）∈≤ｐ及ｘ∈ｖ≤ｐ．则（ｘ，ｖ）∈≤ｐ或者（ｖ，ｘ）∈≤ｐ．容易说明：当｜ｘ｜≤｜ｗ｜时必有ｘ

≤ｐｗ，而当｜ｗ｜＜｜ｘ｜时必有ｗ≤ｐｘ，因而总有ｘ∈ｗ≤ｐ．这就证明了对任意的（ｗ，ｖ）∈≤ｐ都有ｖ≤ｐｗ≤ｐ，

于是由Ｆ１中的关系的刻画式（８）可以断定≤ｐ∈Ｆ１，进而再由式（２）和式（７）可得≤
—

ｐ∈Ｆ１．

如果≤
—

ｐ不是Ｆ１的极大元，则存在σ∈Ｆ１真包含≤
—

ｐ，从而存在２个不同的非空字ｗ，ｖ使得（ｗ，ｖ）∈

σ但（ｗ，ｖ）≤
—

ｐ．由（ｗ，ｖ）∈σ和（８）可知

ｖσｗσ　 或　ｗσｖσ． （９）
由σ∈ 和ｗ≠ｖ还可以断定｜ｗ｜≠｜ｖ｜．不妨假定｜ｗ｜＜｜ｖ｜，并令ｖ＝ｕｘ，其中｜ｕ｜＝｜ｗ｜．因为

（ｗ，ｖ）≤
—

ｐ，所以ｗ≠ｕ，从而ｗｘ≠ｖ．注意到｜ｗｘ｜＝｜ｖ｜，这说明（ｗｘ，ｖ）珋θ，进而由定理１可以得
到（ｗｘ，ｖ）珚σ，即

ｗｘｖσ． （１０）
另一方面，由（ｗ，ｗｘ）∈≤ｐ以及≤ｐσ又可以得到（ｗ，ｗｘ）∈σ，从而

ｗｘ∈ｗσ． （１１）
综合式（９），式（１０）和式（１１）可以断定

ｖσｗσ． （１２）
进一步地，因为（ｕ，ｖ）∈≤ｐσ，所以ｕ∈ｖσ，从而由式（１２）可得ｕ∈ｗσ，即（ｕ，ｗ）∈σ或（ｗ，ｕ）∈σ．

注意到σ∈ 且｜ｕ｜＝｜ｗ｜，这将导出与假设条件ｗ≠ｕ相矛盾的等式ｗ＝ｕ．因此，≤
—

ｐ一定是Ｆ１的

一个极大元．类似可证≤
—

ｓ也是Ｆ１的一个极大元．

（ｃ）由≤
—

ｐ和≤
—

ｓ都是Ｆ１的极大元可知≤
—

ｐ∪≤
—

ｓＦ１，
因而Ｆ１关于并运算不封闭．假定ａ，ｂ是Ａ中２个不同的字母，并令

σ＝Ψ∪｛（ａ，ａ２），（ａ，ａ３），（ａ，ａ４），（ａ２，ａ３）｝，

τ＝Ψ∪｛（ａ，ａ２），（ａ，ａ４），（ａ２，ａ３），（ａ２，ａ４），（ａ３，ａ４）｝．
利用Ｆ１中的关系的刻画式（８）容易验证σ，τ∈Ｆ１．直接计算可得（ａ，ａ

２）∈σ∩τ以及

ａσ∩τ ＝｛ｅ，ａ，ａ２，ａ４｝，（ａ２）σ∩τ ＝｛ｅ，ａ，ａ２，ａ３｝．
因为ａσ∩τ（ａ２）σ∩τ且（ａ２）σ∩τａσ∩τ，所以σ∩τＦ１，因而Ｆ１关于交运算也不封闭．证毕．

定理３　令Ｆ２＝｛σ∈ ｜所有码都是σ无关的｝．则Ｆ２恰好就是关系格的区间［Ψ，≤
—

ｃ］，且是完全

格 的一个序理想．

证明：由≤
—

ｃ∈ 和定理１可知关系格的区间［Ψ，≤
—

ｃ］是完全格 的序理想．任取σ∈［Ψ，≤
—

ｃ］．则
当然有σ∈ ．如果ｗ，ｕ是码Ｌ中的２个不同字，那么｛ｗ，ｕ｝也是一个码，从而由引理１可以知道（ｗ，ｕ）

≤
—

ｃ，进而由σ≤
—

ｃ还可以得到（ｗ，ｕ）σ．这说明所有码都是σ无关的，因此

［Ψ，≤
—

ｃ］Ｆ２．
反过来，设σ为Ｆ２中的任意关系．由Ｆ２ 和定理１可得Ψσ．对任意的（ｗ，ｕ）∈σ，当ｗ＝ｕ

时自然有（ｗ，ｕ）∈≤
—

ｃ；当ｗ≠ｕ时，因为二元语言｛ｗ，ｕ｝是σ相关的，所以它不是码，从而由引理１可

以断定（ｗ，ｕ）∈≤
—

ｃ．这就证明了σ≤
—

ｃ，从而

Ｆ２［Ψ，≤
—

ｃ］．
证明完毕．
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定理４　令Ｆ３ ＝｛σ∈ ｜所有σ无关的非空语言都是码｝．则Ｆ３是 的一个滤子，它以≤ｐ和≤ｓ

为极小元，对并运算封闭但对交运算不封闭．
证明：由引理 １和注１可知≤ｐ，≤ｓ∈Ｆ３但
≤ｐ∩≤ｓ＝≤ｄＦ３，
这说明Ｆ３是 的一个对交运算不封闭的非空真子集．进一步地，如果σ∈Ｆ３，α∈ 使得σα，则

由定理１可知ＩσＩα，因而α∈Ｆ３．因此Ｆ３是 的一个滤子，从而对并运算封闭．
下面证明≤ｐ是Ｆ３的极小元．设σ是真包含于≤ｐ的一个准严格关系．则必存在非空字ｘ，ｙ使得（ｘ，

ｘｙ）σ．考虑以下３种情形：
（ｉ）如果ｘ＝ｙ，则｛ｘ，ｘ２｝是Ｉσ中的一个不是码的非空语言．
（ｉｉ）如果ｘ≠ｙ但｜ｘ｜＝｜ｙ｜，则由σ≤ｐ可以断定｛ｘ，ｙ，ｘｙ｝是Ｉσ中的一个不是码的非空语言．

（ｉｉｉ）当｜ｘ｜≠｜ｙ｜时，容易说明非空语言Ａ｜ｘ｜∪｛ｘｙ｝是σ无关的．因为｜（ｘｙ）ｎ｜是ｎ的倍数，所以
（ｘｙ）ｎ可以分解为若干个长度为ｎ的字的连接，从而Ａ｜ｘ｜∪｛ｘｙ｝不是码．

上述讨论说明了真包含于≤ｐ的准严格关系都不属于Ｆ３，因而≤ｐ是Ｆ３的一个极小元．类似可证≤ｓ

也是Ｆ３的极小元．证毕．

３　余相容的准严格关系与码

对于关系σ，记其的对称闭包珚σ的补为［σ］，即［σ］＝（Ａ ×Ａ）－珚σ．
如果对任意字ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２，ｚ都有
（ｘ１，ｘ２）∈σ（ｘ１ｚ，ｘ２ｚ），（ｚｘ１，ｚｘ２）∈σ，　（ｘ１，ｘ２），（ｙ１，ｙ２）∈σ（ｘ１ｙ１，ｘ２ｙ２）∈σ，

就称σ是相容的．如果［σ］是相容的，就称σ为余相容的．容易验证：准严格关系≤ｐ，≤ｓ，≤ｈ都是余相容

的，但≤ｄ不是余相容的．
定理５　设 σ为一个关系．如果 σ是余相容的，那么２个 σ无关语言的连接还是 σ无关语言．当

Ψσ时，逆命题也成立．
证明：先证明第一部分．设σ是一个余相容关系，Ｘ和Ｙ是２个σ无关语言．对ＸＹ中任意２个不同的

字ｗ，ｕ，必存在ｘ１，ｘ２∈Ｘ和ｙ１，ｙ２∈Ｙ使得ｗ＝ｘ１ｙ１且ｖ＝ｘ２ｙ２．因为ｗ≠ｕ，所以不等式ｘ１≠ｘ２与ｙ１
≠ｙ２中至少有一个成立．由Ｘ和Ｙ的σ无关性可得：

ｘ１≠ｘ２（ｘ１，ｘ２）∈［σ］，
ｙ１≠ｙ２（ｙ１，ｙ２）∈［σ］，

进而由σ的余相容性可得（ｗ，ｕ）＝（ｘ１ｙ１，ｘ２ｙ２）∈［σ］，因而（ｗ，ｕ）σ．这就证明了ＸＹ是σ无关的．
再证明第二部分．设σ是一个包含Ψ的关系，且任意２个σ无关语言的连接还是σ无关语言．如果

（ｘ，ｙ）∈［σ］，那么（ｘ，ｙ）珚σ，从而１≠ｘ１≠ｙ１≠１，
以至于｛ｘ，ｙ｝∈Ｉ珚σ ＝Ｉσ．

假定ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２，ｚ为任意字．如果（ｘ１，ｘ２）∈［σ］且ｚ＝１，则当然有
（ｘ１，ｘ２）＝（ｘ１ｚ，ｘ２ｚ）＝（ｚｘ１，ｚｘ２）∈［σ］；
如果（ｘ１，ｘ２）∈［σ］且ｚ≠１，则｛ｘ１，ｘ２｝，｛ｚ｝∈Ｉσ，从而｛ｘ１ｚ，ｘ２ｚ｝，｛ｚｘ１，ｚｘ２｝∈Ｉσ，进而
（ｘ１ｚ，ｘ２ｚ），（ｚｘ１，ｚｘ２）∈［σ］．
如果（ｘ１，ｘ２），（ｙ１，ｙ２）∈［σ］，则｛ｘ１，ｘ２｝和｛ｙ１，ｙ２｝都是σ无关语言，从而｛ｘ１ｙ１，ｘ１ｙ２，ｘ２ｙ１，ｘ２ｙ１｝

也是一个σ无关语言．这说明（ｘ１ｙ１，ｘ２ｙ２）∈Ｉσ，即有（ｘ１ｙ１，ｘ２ｙ２）∈［σ］．
因此，σ是余相容的．证毕．
推论１　准严格关系σ是余相容的当且仅当任意２个σ无关语言的连接还是σ无关语言．
证明：由定理５及准严格关系的定义可得．
定理６　如果σ是一个余相容的准严格关系，那么每个σ无关语言都是码．
证明：设σ是一个余相容的准严格关系，Ｘ是一个σ无关语言．由推论１可知Ｘ２，Ｘ３，… 都是 σ无
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关语言．如果Ｘ不是码，则存在ａｉ，ｂｊ∈Ｘ　（１≤ｉ≤ｎ，１≤ｊ≤ｍ）使得
ａ１≠ｂ１，ａ１ａ２…ａｍ ＝ｂ１ｂ２…ｂｎ，从而自然有ａ２…ａｍ≠ｂ２…ｂｎ．
令ｃ１ ＝ａ２…ａｍｂ１ｂ２…ｂｎ，ｃ２ ＝ｂ２…ｂｎａ１ａ２…ａｍ．

则ｃ１≠ｃ２但ａ１ｃ１＝ｂ１ｃ２．注意到ｃ１，ｃ２∈Ｘ
ｍ＋ｎ－１而ａ１，ｂ１∈Ｘ，由Ｘ和Ｘ

ｍ＋ｎ－１是σ无关语言可以知道
（ａ１，ｂ１），（ｃ１，ｃ２）∈［σ］，再由σ的余相容性可以进一步得到（ａ１ｃ１，ｂ１ｃ２）∈［σ］．但由ａ１ｃ１＝ｂ１ｃ２和σ是
准严格关系又可以得到（ａ１ｃ１，ｂ１ｃ２）［σ］这个相反论断．因此Ｘ一定是一个码．证毕．
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