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基于弧度仪的冰刀弧形测量与重构方法 ①
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摘　要：采用弧度仪测量冰刀弧形具有方便，快捷等优点．对基于弧度仪的冰刀弧形测量与重构方法进行了深入研究，
在弧形重构时对比了小弧段切触法，作者提出了基于曲率插值与拟合的迭代重构方法，后者明显优于前者．由于迭代重构
得到的冰刀弧形是由大量的型值点表达，故探究了型值点集的圆弧样条拟合方法，对影响拟合误差的圆弧样条参数进行了

理论分析和推导，得到了这些参数的调整方法．采用该拟合算法，大幅度地简化了迭代重构得到的冰刀弧形表达，极大地方
便了冰刀弧形的描述与加工．上述成果在作者开发的数控冰刀弧形重构系统中得到了应用．
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冰刀的外形如图１所示，冰刀弧形的测量一般采用数控测量，图像处理测量和弧度仪采样测量［１］．数
控测量精度高，但耗时长，且受限于场合．图像处理测量精度适中，但对操作者要求高．用弧度仪对冰刀弧
手动采样，耗时仅１ｍｉｎ多，方便，快捷．如图２所示，当采用弧度仪测量时，通常采用顶针法测量，即利用弧
度仪从冰刀弧的前端开始测量，依次使得各个测量弧段“顶针式”首尾相连，将弧度仪移动到各个弧段，记

录下百分表的读数，查表对照即可得到测量点的曲率数值系列，但这种方式测得的不是坐标数据．本文针
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对基于曲率的冰刀弧形重构作深入的分析和研究，将曲率数据转换为正交坐标数据以满足加工要求．同时
采用本文提出的一种圆弧样条拟合大量型值点的算法简化冰刀弧形的表达．

图１　冰刀外观图 图２　弧度仪

１　冰刀弧形的测量与重构方法

如图１所示，冰刀弧形近似于直线，但实际是一条大部分区域曲率半径为８～１１ｍ的光滑曲线．某运动
员使用的冰刀在水平方向上的长度为４６０ｍｍ，现使用跨距为Ｌ＝６０ｍｍ的弧度仪从左到右，采用顶针式测
量法去测量它，共测量７次，冰刀的右端还有一部分没测完，因为长度不够一跨距．冰刀弧形的７个区域的
半径Ｒ测量结果依次为１１．００２，１０．０３３，１０．１８５，８．７３４，５．７１０，５．４６８与４．０２３ｍ．
１．１　基于小弧段切触法的重构方法

基于小弧段切触法［１］（用等弦长的小弧段切触生成曲线，使相邻弧段在过渡处一阶连续）重构得到的

曲线（圆弧样条）如图 ３所示．其中在垂直方向上的最大误差为 ０．７３３ｍｍ．通常冰刀的弧顶高值为 ４～
５ｍｍ，上述方法得到的冰刀弧形的误差较大，故需寻找一种精度较高的重构算法．

图３　基于小弧段切触法的重构弧形与冰刀实际弧形

１．２　基于曲率插值与拟合的迭代重构方法
上述方法重构冰刀弧形的效果不理想是因为：冰刀弧形的曲率是连续变化的，而不是在一个区域内恒

定，到临界处突变．故假设冰刀弧形的曲率是按某种规律（线性或非线性关系）变化的，即曲率 ｋ是关于弧
长ｓ的线性或非线性函数．

本文提出的重构方法先使用小弧段切触法生成圆弧样条，得到曲率ｋ与弧长ｓ的初步关系，再对这个
关系进行细化，然后通过虚拟测量的方法对这个对应关系进行修正，以获得更精确的曲率与弧长关系．当
曲线上任意一点的曲率与对应的弧长已知时，那么这条曲线的形状就可以唯一确定．由小弧段切触法得到
的曲率与弧长的关系如表１所示．

表１　曲率ｋ与弧长ｓ的对应表

点数 第１点 第２点 第３点 第４点 第５点 第６点 第７点

半径Ｒ／ｍ １１．００２０００ １０．０３３０００ １０．１８５０００ ８．７３４０００ ５．７１００００ ５．４６８０００ ４．０２３０００

曲率ｋ ０．０９０８９３ ０．０９９６７１ ０．０９８１８４ ０．１１４４９５ ０．１７５１３１ ０．１８２８８２ ０．２４８５７１

弧长／ｍｍ ３０．００３７００ ９０．０１１８５０ １５０．０２０７００ ２１０．０３０９００ ２７０．０５０６００ ３３０．０７９５００ ３９０．０９４５００

由于表１给出的曲率与弧长的对应关系较少，为重构出相应的曲线，需要更多的曲率与弧长的关系，
因此对上述列表进行插值，可得到任意ｓ所对应的ｋ．选择抛物线插值与线性插值作为加密稀疏点的方法，
再利用自生长造型方法重构出曲线［２－４］，且限制重构出的曲线首末两点的距离为４６０ｍｍ．如图４所示，选

３２
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用抛物线插值重构出的曲线的最大误差为０．４１４ｍｍ，而选用线性插值重构出的最大误差为０．３１９ｍｍ．故
选择线性插值较合理．

图４　改进方法重构出的弧形与实际弧形

为进一步提高重构的精度，故使用迭代修正的方法，即对重构出的曲线用弧度仪进行模拟测量，用模

拟测量出的半径值与给定的半径值相比较，用其差值对下一次重构时所使用的曲率半径值进行修正，如此

迭代多次，以获得理想的曲线．具体方法如下：
Ｒｉ（ｉ＝１，２，…，７）是给定的半径值，ｒ

ｍ
ｉ ｓ( ) 是第ｉ弧段第ｍ次重构时所使用的曲率半径值，ρｍｉ是第 ｉ

弧段第ｍ次模拟测量时得到的半径值．第ｉ－１模拟测量是在第ｉ次测量之后，第ｉ＋１次测量之前，故有
ｒｍｉ ｓ( ) ＝ｒｍ－１ｉ ｓ( ) ＋ Ｒｉ－ρ

ｍ－１
ｉ( )·λ，０＜λ≤１且１≤ｉ≤７． （１）

设Ｅｍ＝∑
７

ｉ＝１
Ｒｉ－ρ

ｍ
ｉ ，迭代终止条件为

Ｅｍ －Ｅｍ－１

Ｅｍ－１
≤ε． （２）

本文选择λ＝０．２～０．３且ε＝０．００１．
从曲率信息中重构出冰刀弧形的步骤如下：

１）首先根据弧度仪测得的弧度信息δｉ查表，换算得到对应的曲率ｋｉ与半径Ｒｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）；
２）根据半径Ｒｉ与弧度仪的跨距Ｌ计算出该圆弧段所对应的弧长ΔＳｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）；
３）根据ΔＳｉ计算出对应的ｓｉ值，建立起曲率ｋｉ与弧长ｓｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的对应关系；
４）利用线性插值对曲率ｋｉ与弧长ｓｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的关系进行细分，弧长ｓ所对应的步长为０．１ｍｍ，

然后利用自生长造型方法对上述关系进行重构，得到曲线Γ；
５）模拟测量曲线Γ，得到相应的曲率ρｍｉ，利用式（１）对上次重构所使用的曲率ｒ

ｍ－１
ｉ ｓ( ) 进行修正，得

到ｒｍｉ ｓ( ) ，再进行迭代重构，直至满足迭代终止条件即式（２）．
使用上述迭代方法后重构出的曲线如图 ５所示，迭代 ５次后所得曲线在垂直方向上的最大误差为

０２７４ｍｍ，迭代１５次后的最大误差为０．２ｍｍ．

图５　改进方法附加迭代修正后重构出的曲线
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２　冰刀弧形表达的简化

上述重构中关于弧长ｓ所使用的步长为０．１ｍｍ，重构所得的型值点数超过４６００，故需要简化弧形的
表达，本文采用圆弧样条拟合这些线段．用圆弧样条逼近列表点曲线已有很多学者研究［５－１１］，这些研究主

要以双圆弧为基础进行拟合．在满足一定的拟合精度要求下，本文从尽可能减少圆弧段数与加强计算稳定
性等方面来改善圆弧样条拟合算法．
２．１　圆弧样条的相关公式

如图６所示，双圆弧在Ａ和Ｂ上的切线为ＴＡ和ＴＢ．Ｃ是ＴＡ和ＴＢ的交点，α和β分别是ＴＡ和ＴＢ与横轴

的夹角，逆时针方向为正；－π＜α，β≤π．双圆弧圆心和半径如下［１２］：

图６　双圆弧类型

左圆：

ｘ１＝－ｒ１ｓｉｎα，ｙ１＝ｒ１ｃｏｓα；ｒ１＝
ｓｉｎ（（ω＋θ）／２＋α）
２ｓｉｎ（ω／２）ｓｉｎ（θ／２）

ＡＢ． （３）

右圆：

ｘ２＝ ＡＢ－ｒ２ｓｉｎβ，ｙ２＝Ｒ２ｃｏｓβ；ｒ２＝－
ｓｉｎ（θ／２＋α）

２ｓｉｎ（ω／２）ｓｉｎ（（ω－θ）／２）
ＡＢ． （４）

公切点坐标：

ｘＭ ＝
ｓｉｎ（（ω＋θ）／２＋α）ｃｏｓ（θ／２＋α）

ｓｉｎ（ω／２）
ＡＢ，ｙＭ ＝

ｓｉｎ（（ω＋θ）／２＋α）ｓｉｎ（θ／２＋α）
ｓｉｎ（ω／２）

ＡＢ． （５）

式中：ω＝β－α，逆时针方向为正；－π＜θ≤π，当αβ＜０时，θ＝－α；当αβ＞０时，θ＝－２α－
ω
２
．

２．２　对影响拟合误差的参数分析
先进行双圆弧拟合，然后分析误差的分布特点，根据分布特点调节ＴＢ的方向，圆心角θ与端点Ｂ的位

置，再进行双圆弧拟合，不断循环，使型值点与双圆弧的拟合误差都达到 ｅ，达到减少圆弧段数的目标．定
义一个点Ｐ到圆弧的误差为

ｅ＝ｄ－ｒ．
式中：ｄ为点Ｐ到圆心的距离；ｒ为圆弧的半径．

ｅ＞０时误差为正，ｅ＜０时误差为负．假设双圆弧的两段圆弧分别为ＡｒｃＡ，ＡｒｃＢ，记点集到ＡｒｃＡ的误
差分别为ｅ＋ａ与ｅ

－
ａ，到ＡｒｃＢ的误差分别为ｅ

＋
ｂ，ｅ

－
ｂ．

１）θ值的调整对误差分布的影响
ｄ（ｒ１）
ｄθ

＝－ ｓｉｎ（（α＋β）／２）
４ｓｉｎ（ω／２）ｓｉｎ２（θ／２）

ＡＢ，
ｄ（ｒ２）
ｄθ

＝－ ｓｉｎ（（α＋β）／２）
４ｓｉｎ（ω／２）ｓｉｎ２（（ω－θ）／２）

ＡＢ．

当 θ增加时， ｒ１ 增加， ｒ２ 增加，ｅ
＋
ａ ＋ｅ

－
ａ( ) 减少，ｅ＋ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) 增加；而当 θ减少时， ｒ１ 减少，

５２
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ｒ２ 减少，ｅ
＋
ａ ＋ｅ

－
ａ( ) 增加，ｅ＋ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) 减少．

２）β值的调整对误差分布的影响
ｄ（ｒ１）
ｄβ

＝－ ｓｉｎ（α＋θ／２）
４ｓｉｎ（θ／２）ｓｉｎ２（ω／２）

ＡＢ，
ｄ（ｒ２）
ｄβ

＝ｓｉｎ（α
＋θ／２）ｓｉｎ（ω－θ／２）

４ｓｉｎ２（ω／２）ｓｉｎ２（（ω－θ）／２）
ＡＢ．

如图７所示，当 β增加时， ｒ１ 增加， ｒ２ 减少， ｅ
＋
ａ ＋ｅ

－
ａ( ) 减少， ｅ＋ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) 减少；而当 β减少

时， ｒ１ 减少， ｒ２ 增加，ｅ
＋
ａ ＋ｅ

－
ａ( ) 增加，ｅ＋ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) 增加．

３）Ｂ点位置的调整对误差分布的影响
ｄ（ｘＭ）
ｄβ

＝－ｓｉｎ（２α
＋θ）

４ｓｉｎ２（ω／２）
ＡＢ，　

ｄ（ｙＭ）
ｄβ

＝－ｓｉｎ
２（α＋θ／２）
２ｓｉｎ２（ω／２）

ＡＢ；

ｄ（ｘＭ）
ｄθ

＝ｃｏｓ（（３α
＋β）／２＋θ）

２ｓｉｎ（ω／２）
ＡＢ，　

ｄ（ｙＭ）
ｄθ

＝ｓｉｎ（（３α
＋β）／２＋θ）

２ｓｉｎ（ω／２）
ＡＢ．

如图８所示，ＮＡ是Ａ点处的法线，ＮＢ是Ｂ点处的法线．当Ｂ点沿着ＮＢ移动时，ｅ
＋
ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) 值的变化速

度大于 ｅ＋ａ ＋ｅ
－
ａ( ) 值的变化速度，即ＡｒｃＢ的误差分布所受的影响较大．

图７　β值的调整 图８　Ｂ点位置的调整

２．３　圆弧样条拟合型值点集合的算法

２．３．１　型值点处切矢方向的确定
在平面上给定一组型值点集 Ｐｉ{ }（ｉ＝０，１，…，ｎ）及边界条件后，需要确定每个点的切矢方向，通常采

用Ｂｅｓｓｅｌ方法［１３］与秋间（Ａｋｉｍａ）方法［１３］来确定切矢方向 Ｔｉ{ }（ｉ＝１，２，…，ｎ－１）．

这２种方法实际上是取Ｐｉ处的切线斜率作为相邻两条弦线Ｐｉ－１Ｐｉ与ＰｉＰｉ＋１斜率的加权平均，由于涉
及斜率，故会出现商为零的情况，计算稳定性不是很好．

Ｂｅｓｓｅｌ分片三次插值函数的逼近阶是Ｏｈ３( ) （当节点分布不均匀时），而秋间分片三次插值函数的逼

近阶只有Ｏｈ２( ) ．从逼近阶的差别大致可以估计到Ｂｅｓｓｅｌ方法与秋间方法的光顺性不够理想．

插值三次样条函数的逼近阶是Ｏｈ４( ) ，在小挠度场合能相当好地逼近木样条而具有令人满意的光顺

性．但在数控加工中，可能会遇到一些大挠度曲线（即 ｙ′＞１的情况），此时用三次样条逼近就可能使曲
线走样，而三次参数样条是解决大挠度曲线的一种较好的方法，它能使拟合光顺，且计算简单可靠．

综上所述，应采用三次Ｂ样条曲线来拟合型值点集，从而取得各型值点处的切矢方向．
２．３．２　用双圆弧样条曲线拟合型值点集合时

１）对于点集 Ｐｉ{ } （ｉ＝０，１，…，ｎ）及拟合误差ｅ，用三次Ｂ样条曲线插值，得到各型值点处的切矢方

向Ｔｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）．
２）ｉ的初始值为０，ｊ的初始值为１．

３）根据Ｐｉ与Ｐｊ的坐标，Ｔｉ与Ｔｊ的值，计算出α与β的值．根据圆弧类型选择合适的θ值，然后双圆弧

６２
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插值，并计算出最大的逼近误差ｅｍａｘ＝ｍａｘｅ
＋
ａ，－ｅ

－
ａ，ｅ

＋
ｂ，－ｅ

－
ｂ{ }．

４）当ｅｍａｘ≤ｅ时，若ｊ＝ｎ，则结束程序；否则，ｊ＝ｊ＋１，转到步骤３．当ｅｍａｘ＞ｅ时，则按拟合误差的分布
情况进行下一步的处理．

５）若 ｅ＋ａ ＋ｅ
－
ａ( )  ｅ＋ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) ＜０，则需调整θ角的值．

６）若 ｅ＋ａ ＋ｅ
－
ａ( )  ｅ＋ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) ＞０且ｍａｘｅ＋ａ，－ｅ

－
ａ( ) ＞ｍａｘｅ＋ｂ，－ｅ

－
ｂ( ) ，则需调整β角的值．

７）若 ｅ＋ａ ＋ｅ
－
ａ( )  ｅ＋ｂ ＋ｅ

－
ｂ( ) ＞０且ｍａｘｅ＋ａ，－ｅ

－
ａ( ) ＜ｍａｘｅ＋ｂ，－ｅ

－
ｂ( ) ，则需调整端点Ｂ的位置．

８）重新计算被拟合点群到双圆弧的逼近误差．当ｅｍａｘ＜ｅ时，若ｊ＝ｎ，则结束程序；否则，ｊ＝ｊ＋１，转到
步骤３．当ｅｍａｘ＞ｅ时，ｊ＝ｊ－１，ｉ＝ｊ．转到下一步．

９）如果ｉ＝ｎ－１，ｊ＝ｎ，进行双圆弧插值，结束逼近过程；否则继续进行下一对双圆弧的逼近计算，即
ｊ＝ｉ＋１，转到步骤３．
２．４　冰刀弧形表达的简化结果

重构得到的点集经圆弧样条拟合（逼近误差为５ｕｍ）后，简化为６段圆弧，“■”表示相邻圆弧段之间
的分界，如图９所示．

图９　冰刀弧形的简化结果

基于上述研究，作者开发了华中文特数控冰刀弧形重构系统．如图１０所示，可设置冰刀在水平方向的
长度与弧度仪的跨距，在红线下面的方框中可填入弧度仪采集到的弧度值（弧度仪的直接读数为弧度值，

由弧度值得到半径值需要经过查表换算），并且可以改变弧顶高所在的点（图中红色方框表示）在水平方

向的位置，从而得到所需要的弧形，系统输出的是经重构与简化后得到的圆弧样条各圆弧段的圆心坐标，

半径，起点坐标，终点坐标与弧长等信息．

图１０　华中文特数控冰刀弧形重构系统界面图

７２
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３　结论

采用弧度仪测量冰刀弧形，得到曲率数据，在重构时比较了常用的小弧段切触法与本文提出的基于曲

率插值与拟合的迭代重构方法，得出如下结论：

１）在重构精度方面，本文方法比小弧段切触法有明显的改进．
２）由于冰刀弧形是一条曲率变化较平缓的曲线，因此采用圆弧样条来描述冰刀弧形具有较好的效果．

本文通过调整圆弧样条的参数，有效地减少了圆弧段数，简化了弧形描述．
３）由于弧度仪将跨距内的曲线近似于圆弧，存在原理上的误差，故基于弧度仪的冰刀弧形测量与重

构方法在精度上受到限制．为得到较高的测量与重构精度，同时具备便捷的特点，需要探索新的冰刀弧形
测量与重构方法．
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