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摘　要：基于污水处理厂减少监测污水装置的要求，提出了一种以相对误差最小为性能指标的污水浓度预测方法，该
方法首先将低维空间的数据映射到高维空间，然后在高维空间上建立线性预测模型．最后给出了应用实例，并与传统的最
小二乘法和当前热门的神经网络方法的结果进行了比较，结果表明本文方法结构简单而且有效．
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在污水处理过程中，监控污水浓度的变化是监管的必要，也是衡量污水处理设备效率的依据．由于测
量某种浓度的设备价格昂贵，或者测量某种污水浓度由于技术方面的要求而严重滞后，有些指标在极端工

作环境下，由于干扰使在线测量严重失真，因此，软测量技术显得非常必要，近年来得到了广泛的应用［１］．
目前，主要的软测量方法可分为统计模型和人工智能模型．建模的依据是样本能够充分体现污水处理系统
的所有特性或者至少代表了系统的主要特性．但样本总量的有限性，待预测参数与已知样本数据间的非线
性，给研究带来了困难，因而提高模型的泛化能力和自适应能力是确保模型抗干扰能力和确保模型可靠性

的基本要求．各种模型各有特点，很多学者采用混合建模的方法进行软测量，其中神经网络由于其具有很
强的非线性映射能力、自学习能力和鲁棒性，因此是目前软测量领域中研究中最为活跃的分支［２－３］．神经
网络的有效性和合理性，除了结果具有较好的精度外，还必须有合理的机理解释．值得指出的是，在神经网
络如径向基核函数中，聚类中心的确定目前仍然没有规范可行的确定方法，在数据处理中，为了确保核函

数的有效数字，常常需要对数据进行预处理，使所有数据处于［－１，１］或者［０，１］之内［４－５］，通常操作运算

的规则将各种浓度除以其中的最大浓度值，这显然是不符合量纲原理的，因为同性质的数据或无量纲数才
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能进行算术运算．另一方面，对于采用高斯核函数的模型，只要输入与聚类中心不同，神经元均有输出，这
是不合理的，因为神经元在较小的刺激下，是不会有反应的，因而没有输出．从方法的硬件实现来讲，神经
网络的非线性规律给实现带来了难度．本文将文献［６］和文献［７］中低维空间的数据映射到高维空间的思
想扩展到污水处理浓度的预测问题，然后以相对误差均方和最小为性能指标，获取高维空间的回归模型．
最后给出的实例主要讨论了以多项式映射［６］表和对数映射［７］２种映射下的预测效果．

１　模型结构及算法

给定污水浓度样本Ｘ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘｌ[ ] Ｔ∈Ｒｌ×ｎ，ｘｉ＝ ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ[ ] ∈Ｒ１×ｎ为第ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）个样
本，ｙｉ∈Ｒ

１×ｋ（ｉ＝１，２，…ｌ）为第ｉ个样本的输出（相当于需要软测量的浓度参数），ｌ为样本总数，ｎ为已知
的测量指标个数，ｋ为待测参数的个数．不失一般性，设Ｘ是列满秩的，即 ｒａｎｋ（Ｘ）＝ｎ．设待测试样本 Ｔ＝
［ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ］

Ｔ∈Ｒｍ×ｎ，其中ｍ为测试样本总数．
对任取向量ｘ∈Ｒｎ，下列映射：
ｘ：→φ（ｘ）∈ＲＮ （１）

在Ｎ维空间上，如果输出ｙ与ｘ存在线性关系，即
ｙ^＝φ（ｘ）ω （２）

式中：ω为回归系数或权重系数．
定义相对误差

ｅｋ＝
ｙ^ｋ－ｙｋ
ｙｋ
． （３）

式中：ｙｋ为样本ｘ对应的实际输出．
取性能指标

Ｊ＝∑
ｌ

ｋ＝１
ｅ２ｋ＝∑

ｌ

ｋ＝１

（^ｙｋ－ｙｋ）
Ｔ（^ｙｋ－ｙｋ）
ｙＴｋｙｋ

． （４）

将式（２）代入式（４），有

Ｊ（ω）＝∑
ｌ

ｋ＝１
ｅ２ｋ＝∑

ｌ

ｋ＝１
（ωＴ

φＴｋ（ｘｋ）φｋ（ｘ）
ｙＴｋｙｋ

ω－２ωＴ
φＴｋ（ｘｋ）
ｙｋ
）＋ｌ． （５）

最小化式（５）的条件是 
Ｊ
ω
＝０，得到

∑
ｌ

ｋ＝１

φＴｋ（ｘｋ）φｋ（ｘ）
ｙＴｋｙｋ

ω＝∑
ｌ

ｋ＝１

φＴｋ（ｘｋ）
ｙｋ
． （６）

记

Φ（Ｘ）＝∑
ｌ

ｋ＝１

φＴｋ（ｘｋ）φｋ（ｘｋ）
ｙＴｋｙｋ

，η＝∑
ｌ

ｋ＝１

φＴｋ（ｘｋ）
ｙｋ
． （７）

借用式（７），重写式（６）：
Φ（Ｘ）ω＝η． （８）
由线性方程理论，有如下结论［７］：定理：式（８）有解的充分必要条件是ｒａｎｋ（Φ（Ｘ））≤Ｎ，取等号时有

唯一解：

ω＝Φ－１（Ｘ）η． （９）
取＜号时，有无穷多组解，其中具最小范数的解为

ω＝Φ＋１（Ｘ）η． （１０）
这里Φ－，Φ＋分别表Φ的逆和广义逆．

注１：由于Φ（Ｘ）∈ＲＮ×Ｎ，故ｒａｎｋ（Φ（Ｘ））≤Ｎ条件总是可以得到满足，ω总是有解的，理论上，若Ｘ
是列满秩的，则ＸＴＸ可逆，但实际计算中ＸＴＸ的条件数很大，常常是奇异的，因而式（１０）的使用更普遍．

注２：定义ｅｋ＝ｙ^ｋ－ｙｋ，相应地性能指标变为

Ｊ（ω）＝∑
ｌ

ｋ＝１
ｅ２ｋ＝∑

ｌ

ｋ＝１
（ωＴφＴｋ（ｘｋ）φｋ（ｘ）ω－２ω

ＴφＴｋ（ｘｋ）ｙｋ＋ｙ
Ｔ
ｋｙｋ）． （１１）

５５



湖南科技大学学报（自然科学版） ２０１７年第３２卷

使式（１１）取最小的结论，就是著名的最小二乘法结果，此时式（７）相应地就为

Φ（Ｘ）＝∑
ｌ

ｋ＝１
φＴｋ（ｘｋ）φｋ（ｘｋ），η＝∑

ｌ

ｋ＝１
φＴｋ（ｘｋ）ｙｋ． （１２）

最小二乘法侧重于测量数值较大的数据处理，即当测量值出现异常时有较好的预测效果，因而适应于

报警处理系统，但另一方面，系统正常工作时参数预测往往误差偏大．

注３：采用不同的映射φ（ｘ），定理就是神经网络的结果，如取φ（ｘ）＝ｅｘｐ（－
ｘ－ｃ２

２σ２
），定理即演变成径

向基函数神经网络．采用径向基函数的优点之一是可以确保解的唯一性，另一方面可使模型误差任意小，
但经验证明，后者的泛化能力相对较差．文后的实例研究了多项式映射与对数映射的差异．

注４：试图通过对输入数据的线性处理（在神经网络中，相当于增加一隐含层专门处理输入的数据，我
们这里指出，这种处理也许可提高预测模型的泛化能力，但理论上讲，对提高预测精度是不可靠的．考虑如
下映射：

ｘ：→φ（ｘλ）． （１３）
式中，λ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λｎ）为对角矩阵；λｉ（ｉ∈ｎ）为对第ｉ个输入参数处理因子．式（１３）也可以看成是先
对样本进行的预处理，以期望解决不同参数对输出的影响程度．此时，性能指标变为

Ｊ（ω，λ）＝∑
ｌ

ｋ＝１
ｅ２ｋ＝∑

ｌ

ｋ＝１
（ωＴ

φＴｋ（ｘｋλ）φｋ（ｘλ）
ｙＴｋｙｋ

ω－２ωＴ
φＴｋ（ｘｋλ）
ｙｋ

）＋ｌ． （１４）

式（１４）极小的条件是
Ｊ
ω
＝０，

Ｊ
λ
＝０． （１５）

为方便说明，特别地取φ（ｘ）＝（ｅｘ１，…，ｅｘｎ）［６］，并注意到
［φ（ｘλ）Ｔφ（ｘλ）］

λｉ
＝φ

Ｔ

λｉ
φ＋φＴ

φ
λｉ
＝ωｉｘｉφｉφω＋ωｉｘｉφｉω

ＴφＴ． （１６）

将式（１６）代入式（１５），有

Ｊ
λｉ
＝２ωｉｘｉφｉ∑

ｌ

ｋ＝１

φｋω－ｙｋ
ｙＴｋｙｋ

＝２ωｉｘｉφｉ∑
ｌ

ｋ＝１

ｙ^ｋ－ｙｋ
ｙＴｋｙｋ

＝２ωｉｘｉφｉＪ＞０． （１７）

式（１７）表明，试图通过对输入数据的处理来获取精度是不可能的．
需要说明的是，式（１７）虽然是从取特例映射所获得的结果，其它形式的映射，如对径向基 φ（ｘ）＝

ｅｘｐ（－
ｘ－ｃ２

２σ２
），除推导过程稍复杂一些，结论相同．定理的算法流程如图１．

图１　算法流程

２　污水处理浓度软测量
２．１　数据来源

活性污泥污水处理（ＷａｓｔｅｗａｔｅｒＴｒｅａｔｍｅｎｔＰｌａｎｔ，ＷＷＴＰ）流程如图２，包括预处理、初沉、曝气、二沉等

６５
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４个部分，经过预处理和初沉池处理后，污水进入曝气池，经过好氧和厌氧生物的生化反应分解污水中的
有机物，主要用来分解污水中的有机物并脱氮降磷，主要监测指标是反映水中可降解有机物参数的生化需

氧量（ＢＯＤ）．由于污水处理的生化反应过程极其复杂，微生物数量与种类受到污水浓度、进水速率、天气、
季节等变化的影响时刻变化，在线分析检测周期较长等原因，使用在线分析仪器检测 ＢＯＤ的效果并不理
想［８］．本节利用前面所述模型来预测ＢＯＤ５，加州大学数据库（ＵＣＩ）对某日均处理污水流量为３５０００ｍ

３／ｄ，
３８个与有机物和微生物相关的变量，共记录了５２６天的３８×５２６个在线检测数据．本文通过分析聚类，选取
１４个参数作为预测ＢＯＤ５，训练样本数３６８个，测试样本数１２３个．

图２　活性污泥污水处理流程

２．２　预测结果分析比较
对给定的预测精度α，定义预测准确率β为

β＝
Ｋ
Ｌ
． （１８）

式中：Ｌ为预测的样本总数；Ｋ为预测相对误差小于１－α的测试样本个数．
２．２．１　多项式映射最小相对误差理论与最小二乘结果的比较

从实践经验，ＢＯＤ５与各参数指标三阶以上的关系不显著，因此本节选择二次多项式映射：φ（ｘ）：ｘ→
ｘ
"

ｘ·ｘ式中ｘ·ｘ：＝ ｘｉｘｊ{ }，ｉ，ｊ∈ｎ，ｘ"ｙ＝［ｘ ｙ］．
表１列出了以下３种二次多项式映射情形下测试结果．
（１）φ（ｘ）＝ｘ，（Ｎ＝ｎ）；（２）φ（ｘ）＝ｘ"ｘ·ｘ（ｉ＝ｊ）（Ｎ－ｎ＝１４）；（３）ｘ·ｘ：＝ ｘｉｘｊ{ }，ｉ，ｊ∈ｎ，（Ｎ－ｎ＝

１０４）．
表１　多项式映射最小相对误差理论及预测准确率β分析结果

评价指标 Ｎ－ｎ 平均相对误差 平均均方误差 精度＞９５％／％ 精度＞８５％／％ 精度＞８０％／％

最小二乘法 ０ ０．０７７４ ０．１６６５ ４８ ８９ ９４

本文定理 ０ ０．０７３６ ０．１６４６ ４６ ９１ ９７

最小二乘法 １４ ０．０７８９ ０．０５１３ ４８ ８６ ８９

本文定理 １４ ０．０７８７ ０．０５１３ ５１ ８８ ９５

最小二乘法 １０４ ０．０８３０ ０．１５２１ ５３ ８７ ９１

本文定理 １０４ ０．０９０４ ０．２０５０ ５３ ８３ ９１

表１结果表明：对于精度要求８５％以下的要求，本文方法比传统最小二乘法的准确率有较好的改进，
对于精度要求９５％以上的要求，二者精度相当．当映射单元过多（相当于神经元多），效果反而略低于最小
二乘法，这说明训练模型精度高时，会降低模型的泛化能力．最小二乘预测结果和多项式数映射的预测效
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果参见图３和图４．

图３　最小二乘法ＢＯＤ浓度预测

图４　多项式映射ＢＯＤ浓度预测

２．２．２　对数映射相对误差与最小二乘结果的比较
取类似文献［９］的对数非线性映射：
φ（ｘ）＝ｘ１０ｌｏｇ１０（ｘ）． （１９）
分析结果如下表２所示．

表２　对数映射分析结果分析表

评价指标 Ｎ－ｎ 平均相对误差 平均均方误差 精度＞９５％／％ 精度＞８５％／％ 精度＞８０％／％

最小二乘法 ０ ０．０７７４ ０．０５５６   

本文定理 ０ ０．０７３６ ０．０５５０   

最小二乘法 １４ ０．０８８７ ０．１５９９ ４８ ８６ ８９

本文定理 １４ ０．０７６７ ０．１４６６ ５０ ８８ ９５

最小二乘法 １０４ ０．０８４７ ０．１５５６ ４４ ８５ ９１

本文定理 １０４ ０．０９１９ ０．２０９９ ３７ ８１ ９１

表２中号同表１的结果，对于精度要求８５％以下的要求，对数映射比传统最小二乘法的准确率有较
好的改进，对于精度要求９５％以上的要求，映射单元多时，效果反而不如简单的最小二乘法结果，再次说
明训练模型精度高时，会降低模型的泛化能力．对数映射的预测效果参见图５．
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图５　对数映射ＢＯＤ浓度预测值和误差图

３　结论
本文提出了一种基于相对误差均和为性能指标的非线性映射污水处理浓度软测量方法，该算法与以

往神经网络不同之处在于不必要求映射满足对称条件，解的不唯一性使提高模型的泛化功能成为可能．实
际算例与经典方法比较表明，本文所提出的方法特别适应中等规模数据量的预测，如何进一步利用深度学

习的方法提高模型的预测精度以及处理海量数据的在线预测是是今后需要继续进行深入的课题．
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