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摘　要：提出了一种基于反演设计和ＲＢＦ神经网络自适应的非完整移动机器人轨迹跟踪方法．首先，设计一个虚拟的
速度控制律使得输出跟踪误差尽可能小；然后，利用反演技术设计一个基于 ＲＢＦ神经网络的动力学控制器，以确保在机器
人系统中存在不确定性和外界扰动的情况下，机器人仍具有良好的跟踪能力．ＲＢＦ神经网络连接权值在线自适应律由
Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论导出，保证了控制系统的稳定性．本文提出方法的主要优点是不需要移动机器人动力学的先验知识，而且对
外界扰动具有良好的鲁棒性．最后，在两轮非完整移动机器人上的仿真结果证明了本文所提出方法的有效性．
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在过去的２０年中，由于理论和实际应用的需要，移动机器人控制一直受到人们广泛关注．移动机器人
控制问题一般可分为点镇定和轨迹跟踪问题．对于点镇定问题，由于两轮差分驱动的移动机器人属于典型
的非完整系统，不满足Ｂｒｏｃｋｅｔｔ光滑镇定的必要条件［１］．因此人们只能寻求不连续控制律、时变控制律或
混合控制律［２］来求解点镇定问题．对于轨迹跟踪问题，文献［３］在对跟踪系统误差模型线性逼近的基础
上，利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数设计了控制律，但只能保证局部跟踪．文献［４］通过引入动态反馈使得扩展系统完
全线性化，提出了具有指数收敛的跟踪控制律．该方法不足之处是闭环系统存在奇异点．文献［５］中，利用
反演技术设计了一个非线性控制律，保证了闭环系统的全局稳定性．以上所讨论的方法都是针对移动机器
人的远动学模型提出的．然而，要想获得更好的跟踪性能，必须采用以转矩为输入的动力学控制．当移动机
器人模型精确已知时，可以利用反演技巧获得机器人的动力学控制律［６］．然而，机器人在实际运动过程中
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常伴随着不确定性，如参数的摄动、负载的变化和外界扰动等．传统的基于模型的控制方法难以保证移动
机器人系统在复杂环境下良好的控制性能．自适应控制和鲁棒控制［７－９］方法被用于处理机器人系统中的

不确定性．然而，自适应控制只能处理参数不确定性；而鲁棒控制可能会导致高增益问题．
由于神经网络具有优良的非线性逼近能力［１０－１２］，可用于补偿各种非线性建模动态的影响，因此，基于

神经网络的控制方法成为移动机器人智能控制的重要手段［１３－２２］．本文将考虑存在不确定性和外界扰动情
况下的非完整移动机器人的动力学控制问题．利用反演技术和神经网络自适应技术提出了一种模型无关
的智能控制方法．最后通过仿真验证，表明了对本文方法的有效性．

图１　两轮非完整移动机器人模型

１　移动机器人模型

考虑如图１所示的两轮非完整移动机器人，它具有两个同轴的驱
动轮和一个平衡轮．Ｐ０为固定在机器人上的局部坐标系的原点；Ｐｃ为
移动机器人的重心点；ｄ为Ｐ０到Ｐｃ点的距离．ｒ和２ｌ分别代表机器人
车轮的半径和２个驱动轮轴的距离．

机器人的状态由其２个驱动轮的轴中点在固定坐标系中的位置
（ｘ，ｙ）及方向角θ来表示，即：

ｑ＝［ｘ，ｙ，θ］Ｔ． （１）
假定移动机器人只能沿着垂直于驱动轮轴的方向移动，此时机器人

满足“纯滚动无滑动”约束：

ｘｓｉｎθ－ｙｃｏｓθ＝０． （２）
若令Ａ（ｑ）＝［ｓｉｎθ，－ｃｏｓθ，０］，则以上非完整约束可写为

Ａ（ｑ）ｑ＝０． （３）
定义矩阵Ｓ（ｑ）∈Ｒ３×２为Ａ（ｑ）的化零矩阵，即ＳＴ（ｑ）ＡＴ（ｑ）＝０．则由以上约束，可得移动机器人的运

动学模型为

ｑ＝Ｓ（ｑ）ｕ． （４）
式中：ｕ＝［ｖ，ω］Ｔ，ｖ，ω分别表示移动机器人的线速度和角速度；矩阵Ｓ（ｑ）定义为

Ｓ（ｑ）＝
ｃｏｓθ ０
ｓｉｎθ ０
０ １










．

根据欧拉－拉格朗日原理，我们可得受非完整约束（３）下的移动机器人动力学模型为
Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｃ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）＋τｄ＝Ａ

Ｔ（ｑ）λ＋Ｂ（ｑ）τ （５）

其中，Ｍ（ｑ）∈Ｒ３×３为惯性矩阵，Ｃ（ｑ，ｑ）∈Ｒ３×３为向心和哥氏矩阵，Ｇ（ｑ）∈Ｒ３为重力矩，Ｂ（ｑ）∈Ｒ３×２

为输入转换矩阵，λ∈Ｒ为约束力，τｄ∈Ｒ
３为未建模动态及外界扰动，τ∈Ｒ２为控制力矩．Ｍ（ｑ），Ｃ（ｑ，

ｑ），Ｇ（ｑ），Ｂ（ｑ）的定义如下：

Ｍ＝

ｍ＋
２Ｉｗ
ｒ２
ｃｏｓ２θ

２Ｉｗ
ｒ２
ｓｉｎθｃｏｓθ －ｍｃｄｓｉｎθ

２Ｉｗ
ｒ２
ｓｉｎθｃｏｓθ ｍ＋

２Ｉｗ
ｒ２
ｓｉｎ２θ ｍｃｄｃｏｓθ

－ｍｃｄｓｉｎθ ｍｃｄｃｏｓθ Ｉ＋
２ｌ２Ｉｗ
ｒ２





















；

Ｃ＝

－
２Ｉｗ
ｒ２
θｓｉｎθｃｏｓθ

２Ｉｗ
ｒ２
θｃｏｓ２θ －ｍｃｄθｃｏｓθ

－
２Ｉｗ
ｒ２
θｓｉｎ２θ

２Ｉｗ
ｒ２
θｓｉｎθｃｏｓθ －ｍｃｄθｓｉｎθ

０ ０ ０

















；

１６
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Ｂ＝
１
ｒ

ｃｏｓθ ｃｏｓθ
ｓｉｎθ ｓｉｎθ
ｌ －ｌ










，Ｇ＝０．

式中：ｍ＝ｍｃ＋２ｍｗ；Ｉ＝Ｉｃ＋２Ｉｍ＋ｍｃｄ
２＋２ｍｗｌ

２；ｍｃ为机器人本体的质量；ｍｗ为电机及轮子的质量；Ｉｃ为机器
人本体的转动惯量；Ｉｗ为电机及轮子关于轮子轴向的转动惯量；Ｉｍ为电机及轮子关于轮子径向的转动惯量．

通过适当的处理，我们可以消去约束力λ，得到移动机器人的约化动力学模型如下：
珡Ｍ（ｑ）ｕ＋珚Ｃ（ｑ，ｑ）ｕ＋珚Ｇ（ｑ）＋珋τｄ＝珋τ． （６）

式中：珡Ｍ（ｑ）＝ＳＴＭ（ｑ）Ｓ，珚Ｃ（ｑ，ｑ）＝ＳＴ（Ｍ（ｑ）Ｓ＋Ｃ（ｑ，ｑ）Ｓ）；珚Ｇ（ｑ）＝ＳＴＧ（ｑ），珋τｄ＝Ｓ
Ｔτｄ，珔τ＝Ｓ

ＴＢ（ｑ）τ．
根据移动机器人的特性，式（６）具有如下性质：

性质１：珡Ｍ
·

（ｑ）－２珚Ｃ
·

（ｑ，ｑ）为反对称矩阵；
性质２：矩阵珡Ｍ（ｑ）为有界的对称正定矩阵；
性质３：珡Ｍ（ｑ），珚Ｃ（ｑ，ｑ），珚Ｇ（ｑ）和 珋τｄ都有界．
在本文中，我们定义机器人系统的输出变量为

ｚ＝
ｘ＋Ｄｃｏｓθ
ｙ＋Ｄｓｉｎθ[ ] ． （７）

式中：Ｄ为一个大于零的常数．
假定移动机器人参考位姿为ｑｒ＝［ｘｒ，ｙｒ，θｒ］

Ｔ，参考速度为ｕｒ＝［ｖｒ，ωｒ］
Ｔ，ｑｒ和ｕｒ满足 ｑｒ＝Ｓ（ｑｒ）ｕｒ．

对应的参考输出向量为ｚｒ＝（ｘｒ＋Ｄｃｏｓθｒ，ｙｒ＋Ｄｓｉｎθｒ）
Ｔ．本文的控制目标是设计合适的控制律珔τ使得

输出跟踪误差ｅ＝ｚ－ｚｒ趋近于零．

２　控制系统设计

２．１　ＲＢＦ神经网络
由于良好的逼近能力，径向基函数（ＲＢＦ）神经网络被广泛应用于非线性函数建模或逼近．理论上已经

证明，ＲＢＦ网络可以以任意精度逼近一个给定的非线性函数．ＲＢＦ神经网络是一种特殊的３层前向神经网
络，其中输入层和输出层由线性神经元组成．隐层节点一般取高斯核函数，该核函数能对输入矢量产生局
部响应，输出节点对隐层节点的输出进行线性加权，从而实现输入空间到输出空间的映射．

考虑如图２所示的具有ｎ１个输入神经元，ｎ２个隐含层神经元和ｎ３个输出层神经元的ＲＢＦ网络，其输
出可表示为

ηｋ＝∑
ｎ２

ｊ＝１
ｗｊｋφｊ（ξ），　ｋ＝１，２，…，ｎ３． （８）

式中：ξ＝［ξ１，ξ２，…，ξｎ１］
Ｔ∈Ｒｎ１为输入；ｗｊｋ为隐含层和输出层之间的连接权值；φｊ（ξ）为径向基函数，具

有如下高斯函数的形式：

φｊ（ξ）＝ｅｘｐ（－
ξ－ｃｊ

２

σ２ｊ
）． （９）

式中：ｃｊ＝［ｃｊ１，ｃｊ２，…，ｃｊｎ１］
Ｔ中心矢量；σｊ为高斯函数的宽度参数．

图２　ＲＢＦ神经网络结构

２６
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如果我们记

Ｗ＝

ｗ１１ ｗ１２ … ｗ１ｎ３
ｗ２１ ｗ２２ … ｗ２ｎ３
… … … …

ｗｎ２１ ｗｎ２２ … ｗｎ２ｎ３

















； （１０）

φ（ξ）＝［φ１（ξ），φ２（ξ），…，φｎ２（ξ）］
Ｔ； （１１）

则ＲＢＦ神经网络的输出可改写为如下更紧凑的形式：
Ｓ（χ）＝ＷＴφ（ξ）． （１２）

式中：Ｓ＝［η１，η２，…，ηｎ３］
Ｔ为神经网络的输出矢量；Ｗ∈Ｒｎ２×ｎ３为连接权值矩阵；φ（ξ）为基函数矢量．

通用逼近理论表明，对任意给定的非线性函数ｇ（ξ）：Ｒｎ１→Ｒｎ３，它可由如下神经网络输出来逼近：
ｇ（ξ）＝ＷＴφ（ξ）＋ε． （１３）

式中：ε为逼近误差；Ｗ ∈Ｒｎ２×ｎ３为最优权值矩阵．对于逼近误差，我们做如下合理假定：
假设：逼近误差ε有界，即存在常数Ｌ＞０，使得：ε≤Ｌ．

２．２　控制器设计
由于式（４）和式（６）具有严格反馈系统的形式，因此我们将采用反演控制的方法设计系统的控制律．

控制律的设计分为２步，首先我们对远动学模型式（４）设计虚拟速度控制律，然后利用反演方法设计动力
学模型式（６）的转矩控制律．对于动力学模型中的不确定性，我们采用 ＲＢＦ神经网络进行逼近．控制律设
计过程如下：

Ｓｔｅｐ１：对方程（７）微分得

ｚ＝
ｃｏｓθ －Ｄｓｉｎθ
ｓｉｎθ ＋Ｄｃｏｓθ[ ] ｕ≡Ｈｕ． （１４）

则输出跟踪误差满足：

ｅ＝ｚ－ｚｒ＝Ｈｕ－ｚｒ． （１５）
若将速度ｕ看作控制量，选择ｕ的虚拟控制律ｕｄ为

ｕｄ＝Ｈ
－１（－Ｋ１ｅ＋ｚｒ）． （１６）

式中：Ｋ１为对称正定矩阵．
将式（１６）代入式（１５）得
ｅ＝ｚ－ｚｒ＝－Ｋ１ｅ＋Ｈ（ｕ－ｕｄ）． （１７）
然而ｕ并非实际的控制输入，因此，下一步的设计应使ｕ与ｕｄ之间的误差尽可能的小．

Ｓｔｅｐ２：定义速度跟踪误差：珘ｕ＝ｕ－ｕｄ，则由式（６）得

珡Ｍ（ｑ）珘ｕ
·

＋珚Ｃ（ｑ，ｑ）珘ｕ＋珚Ｇ（ｑ）＝珋τ－ｆ． （１８）
其中非线性函数ｆ定义为
ｆ＝珚Ｍ（ｑ）ｕｄ＋珔Ｃ（ｑ，ｑ）ｕｄ＋珔Ｇ（ｑ）＋珔τｄ． （１９）
当移动机器人系统模型精确已知，且不存在外界扰动时，采用传统的计算转矩控制可保证式（１７）的

速度跟踪性能．然而，在实际应用中，移动机器人系统不可避免地存在各种不确定性和外界扰动，使得非线
性函数ｆ一般难以精确获得．在这里，我们利用神经网络的通用逼近能力来估计ｆ．

根据神经网络逼近理论，存在一个最佳逼近ｆ（ξ），使得：
ｆ＝ｆ（ξ）＋ε＝ＷＴφ（ξ）＋ε． （２０）

式中：ξ＝［ｑＴ，ｑＴ，ｕＴｄ，ｕ
Ｔ
ｄ］
Ｔ，ε为有界的逼近误差：ε≤Ｌ；Ｗ 为最佳逼近权值．

然而，在实际中最佳逼近参数Ｗ 难以直接获得．一般只能获得参数的近似估计值 Ｗ^，此时取控制力
矩为

τ＝－Ｋ２珘ｕ＋^ｆ－Ｌｓｉｇｎ（珘ｕ）． （２１）
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式中：Ｋ２为对称正定矩阵；^ｆ＝Ｗ^
Ｔφ（ξ）为ＲＢＦ神经网络的输出．

将式（２１）代入式（１８），此时闭环系统为

珚Ｍ（ｑ）珘ｕ
·

＋珔Ｃ（ｑ，ｑ）珘ｕ＝－Ｋ２珘ｕ－珟Ｗ
Ｔφ（ξ）－Ｌｓｉｇｎ（珘ｕ）－ε． （２２）

式中：珟Ｗ＝Ｗ －Ｗ^．
下面我们将根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论设计网络权值 Ｗ^的自适应律，并给出闭环控制系统的稳定性

证明．
２．３　稳定性分析

定理 １：考虑移动机器人系统式（４）和式（５）的输出跟踪问题．如果动力学控制律由式（２１）给出，且其
中的网络连接权值 Ｗ^更新率为

Ｗ^
·

＝－Γφ（ξ）珘ｕＴ． （２３）
式中：Γ为对称正定矩阵．

则闭环控制系统式（１７）和式（２２）渐近稳定，此时，跟踪误差ｅ＝ｚ－ｚｒ渐近收敛于零．
证明：对闭环控制系统式（１７）和式（２２）定义如下Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：
Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２； （２４）

Ｖ１＝
１
２
ｅＴｅ； （２５）

Ｖ２＝
１
２
珘ｕＴ珚Ｍ珘ｕ＋

１
２
ｔｒ（珟ＷＴΓ－１珟Ｗ）． （２６）

则Ｖ１对于时间的导数为
Ｖ１＝ｅ

Ｔｅ＝－ｅＴＫ１ｅ＋ｅ
ＴＨ珘ｕ． （２７）

对Ｖ２关于时间求导得：

Ｖ２＝珘ｕ
Ｔ珚Ｍ珘ｕ

·

＋１
２
珘ｕＴ珚Ｍ

·

珘ｕ＋ｔｒ（珟ＷＴΓ－１珟Ｗ
·

）＝珘ｕＴ（－Ｋ２珘ｕ－珟Ｗ
Ｔφ（ξ）－Ｌｓｉｇｎ（珘ｕ）－ε）＋

１
２
珘ｕＴ（珚Ｍ

·

－２珔Ｃ）珘ｕ＋

ｔｒ（珟ＷＴΓ－１珟Ｗ
·

）＝－珘ｕＴＫ２珘ｕ＋珘ｕ
Ｔ（－Ｌｓｉｇｎ（珘ｕ）－ε）＋ｔｒ（珟ＷＴΓ－１珟Ｗ

·

－珟ＷＴφ（ξ）珘ｕＴ）． （２８）
将式（２３）代入式（２８）得
Ｖ２＝－珘ｕ

ＴＫ２珘ｕ－Ｌ珘ｕ
Ｔｓｉｇｎ（珘ｕ）－珘ｕＴε≤－珘ｕＴＫ２珘ｕ－（Ｌ－ε）珘ｕ≤－珘ｕ

ＴＫ２珘ｕ． （２９）
结合式（２７）和式（２９），可得

Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２≤－ｅ
ＴＫ１ｅ－珘ｕ

ＴＫ２珘ｕ＋ｅ
ＴＨ珘ｕ≤－ｅＴＫ１ｅ－珘ｕ

ＴＫ２珘ｕ＋
Ｈ
２
（ｅＴｅ＋珘ｕＴ珘ｕ）≤－ｅＴ（λｍｉｎ（Ｋ１）－

Ｈ
２
）ｅ－

珘ｕＴ（λｍｉｎ（Ｋ２）－
Ｈ
２
）珘ｕ． （３０）

式中：λｍｉｎ（Ｋ１）和λｍｉｎ（Ｋ２）分别为对称正定矩阵Ｋ１和Ｋ２的最小特征值．

考虑到Ｈ≤ Ｄ２＋槡 １，因此只要我们选择Ｋ１和Ｋ２使得λｍｉｎ（Ｋ１）＞
Ｄ２＋槡 １
２

，λｍｉｎ（Ｋ２）＞
Ｄ２＋槡 １
２

，

根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理，可得闭环系统是稳定的．此时Ｖ有界，且不难验证是一致连续的，故由Ｂａｒｂａｌａｔ
引理可得收敛于零，进而跟踪误差也收敛于零．定理１得证．

３　仿真结果

为验证本文控制方法的有效性，本节以在平面移动的两轮差分驱动的移动机器人为对象进行 Ｍａｔｌａｂ
仿真实验．仿真中移动机器人系统参数为ｌ＝０．３，ｄ＝０．０５，ｒ＝０．１，ｍｃ＝１０，ｍｗ＝０．２，Ｉｃ＝２，Ｉｗ＝０．０１，Ｉｍ＝
０００２．另外，为显示本文方法对扰动的鲁棒性，假定机器人系统中存在未建模动态及外界扰动

珋τｄ＝
０．８ｃｏｓ（０．５ｔ）＋０．８ｕ１＋０．６ｓｉｇｎ（ｕ１）

０．５ｃｏｓ（０．５ｔ）＋０．８ｕ２＋０．６ｓｉｇｎ（ｕ２）[ ] ．
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机器人以圆形曲线为参考轨迹，其中参考线速度为ｖｒ＝１ｍ／ｓ，参考角速度为ωｒ＝０．７５ｒａｄ／ｓ．参考机

器人和实际机器人的初始位置分别为ｑｒ（０）＝ ０ －１ ０[ ] Ｔ和ｑ（０）＝ ０．５ －１．５ ０[ ] Ｔ．

图３　机器人实际轨迹及其参考轨迹

仿真中ＲＢＦ神经网络隐含层神经元个数选为３０；
隐含层高斯基函数的宽度参数为２；中心矢量参数在区
间［－５，５］中均匀选取．神经网络的连接权值在 ［－１，１］
区间随机初始化．其他的控制参数取为Ｄ＝０．５，Ｋ１＝５，
Ｋ２＝１５，Ｌ＝１．根据以上参数可知对应的参考输出向量：

ｚｒ＝（
４
３
ｓｉｎ（０．７５ｔ）＋０．５ｃｏｓ（０．７５ｔ），

１
３
－４
３
ｃｏｓ（０７５ｔ）＋

０．５ｓｉｎ（０．７５ｔ））Ｔ．在以上仿真配置下所得仿真结果如图
３～图５所示．

图３显示了机器人在本文所设计控制律下的实际
轨迹和其参考轨迹的对比效果．图４和图５给出了机器
人系统的两个输出变量及其参考输出的实时曲线．由图
３～图５可知，本文提出的控制方法能够实现对期望轨迹快速而稳定的跟踪．另外，为突出本文方法的优越
性，我们将其与计算转矩控制方法进行了对比，两者的跟踪误差如图６和图７所示．比较跟踪误差可知，本
文提出的基于ＲＢＦ神经网络的控制方法的跟踪效果明显优于基于模型的计算力矩方法，且对于未建模的
有界扰动具有很强的鲁棒性．

图４　第一输出分量ｚ１（ｔ）及其参考输出ｚ１ｄ（ｔ） 图５　第二输出分量ｚ２（ｔ）及其参考输出ｚ２ｄ（ｔ）

图６　第一输出分量跟踪误差ｚ１（ｔ）－ｚ１ｄ（ｔ）对比 图７　第二输出分量跟踪误差ｚ２（ｔ）－ｚ２ｄ（ｔ）对比
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４　结论

本文提出了一种与模型无关的智能控制方法，实现了对非完整移动机器人的输出跟踪控制．所提出的
控制方案保证了闭环控制系统的稳定性和鲁棒性，同时在两轮非完整移动机器人上对本文提出的方法进

行对比，显示了本文方法的有效性和优越性．本文将神经网络用于移动机器人的轨迹跟踪控制，能有效地
克服系统不确定性对系统跟踪性能的影响，提高了机器人系统对环境的适应能力．在下一步的研究中，我
们将考虑机器人运动空间中存在障碍物情形，研究移动机器人避障问题，进一步提高本文方法的实用性．
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