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摘　要：基于刚体弹簧法的基本原理，给出了一种用于模拟混凝土断裂力学问题且能够显式描述裂缝的非连续数值方
法．采用刚体弹簧模型模拟混凝土，并基于Ｖｏｒｏｎｏｉ图生成其随机网格；采用混凝土单轴应力－应变曲线定义混凝土界面弹
簧刚度，并通过能量释放率考虑混凝土受拉软化现象；采用Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ准则判断混凝土的剪切破坏行为，并考虑了骨料
咬合作用对抗剪的影响．选取典型的双边缺口板和单边缺口简支梁为研究对象，通过与试验结果对比分析验证了本文方法
的有效性．结果表明：所给方法能够简单合理地模拟结构的开裂行为，对于结构的开裂模式有很好的识别能力，是分析混凝
土断裂力学问题的一种可行且有效的方法．
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混凝土在使用过程中常会出现开裂和损伤现象．开裂和损伤的出现不但会影响混凝土的耐久性，严重
时还可能危及结构安全．因此，关于混凝土结构的开裂机理和开裂模式的研究一直是国内外学者关注的
焦点［１］．

数值模拟是研究混凝土开裂的一种有效手段．已有的研究大多基于有限单元法，其对裂缝的处理，一
是视为单元边界，如Ｈｉｌｌｅｒｂｏｒｇ［２］的虚拟裂缝模型；二是均匀分布到单元内部，通过调整单元刚度矩阵或本
构关系来反映裂缝的总体效应，如弥散裂缝模型以及钝裂缝带模型［３－６］．将裂缝视为单元边界，需要预设
裂缝位置，或者随着裂缝扩展不断更新网格，计算效率降低；将裂缝弥散到单元可以避免网格重构，却不能

反映裂缝形态特征．Ｔ．Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ等人［７－８］基于有限元理论框架提出的扩展有限元法，能够兼顾了分离式裂

缝和弥散裂缝的优点，但处理裂缝交叉以及多裂缝扩展时面临困难．
刚体弹簧法是２０世纪７０年代由日本学者Ｋａｗａｉ［９］提出的一种描述连续介质转化为非连续介质的数

值方法．我国学者卓家寿［１０］对其进行了较大的改进，提出采用界面均布弹簧取代集中弹簧，极大地拓展了

刚体弹簧法的应用范围．刚体弹簧法的基本思想是：将结构离散成一系列刚体块并由分布在其接触面上的
弹簧系统连接在一起，刚体块的材料特性通过界面弹簧刚度反映，如图１ａ所示．由于这种方法放弃了位移
连续性的基本假定，且允许相邻刚体块在界面处分离或侵入，因此在模拟结构开裂时比有限元法和扩展元

法更具优势，如图１ｂ所示．近１０年来，国内外学者［１１－１４］开始采用刚体弹簧法研究混凝土的开裂模式以及

断裂机制，并收到了很好的效果．本文在文献［１０］刚体弹簧模型的基础上，引入了混凝土的断裂力学本构
关系，并将其应用于双边缺口板和单缺口简支梁的断裂过程模拟中．为减小网格形状对裂缝扩展的影响，
文中基于Ｖｏｒｏｎｏｉ图生成混凝土的随机离散网格，如图１ｃ所示．试验与数值模拟的对比结果表明，本文方
法能够简单合理地模拟结构的开裂行为，对于结构的开裂模式有很好的识别能力，是分析混凝土结构破坏

过程的一种可行且有效的方法．

图１　刚体弹簧模型及裂缝模拟方法

１　刚体弹簧模型

图２　Ｖｏｒｏｎｏｉ图及ｄｅｌａｕｎａｙ三角化

１．１　Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形网格
在刚体弹簧法中，混凝土裂缝的扩展需要沿着刚体块边界进

行，因此网格形状对裂缝的扩展有较大影响．为了缓解网格形状
对计算结果的影响，本文采用 Ｖｏｒｏｎｏｉ图生成混凝土的离散网格．
Ｖｏｒｏｎｏｉ图［１３－１４］将平面分成若干个区域，各个区域仅有１个点，该
点所在区域内任一点到该点距离最近．如图 ２所示，实线表示
Ｖｏｒｏｎｏｉ图，虚线表示Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形，两者为对偶图．

目前Ｖｏｒｏｎｏｉ图技术已经较为成熟．本文中采用 ＭＡＴＬＡＢ的
Ｍｕｌｔｉ－ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＴｏｏｌｂｏｘ（ＭＰＴ）工具箱生成二维 Ｖｏｒｏｎｏｉ图的单
胞数据，并对单胞数据进行处理生成混凝土的刚体弹簧模型

６３
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信息．
１．２　刚体弹簧法基本原理

混凝土采用文献［１０］介绍的刚体弹簧模型模拟，即将混凝土离散成一系列刚体块，并通过界面法向
和切向的均布弹簧联接，如图１ａ所示．

刚体块上任一点的位移ｕ由其形心的广义位移ｕｇ确定：
ｕ＝ ｕ ｖ[ ] ＝Ｎ·ｕｇ； （１）

Ｎ＝
１ ０ ｙｇ－ｙ( )

０ １ ｘ－ｘｇ( )[ ] ｕｇ＝ ｕｇ ｖｇ θｇ[ ] Ｔ．

式中：ｕ，ｖ为刚体块上任一点在整体坐标系中的平动位移；Ｎ为刚体块形函数矩阵；ｕｇ，νｇ，θｇ分别为刚体
块形心的平动和转动位移；ｘ，ｙ为刚体块上任一点的整体坐标；ｘｇ，ｙｇ为刚体块的形心坐标．

如图３所示，相邻刚体块在界面上相互分离或侵入时，界面上Ａ点处弹簧变形由点Ａ１和Ａ２的相对位
移确定，

图３　弹簧变形

δ＝ δｎ δｓ[ ] Ｔ＝－ＬｕＡ１－ｕＡ２( ) ； （２）

Ｌ＝
ｃｏｓｎ１，ｘ( ) ｃｏｓｎ１，ｙ( )

ｃｏｓｓ１，ｘ( ) ｃｏｓｓ１，ｙ( )[ ] ．
式中：δｎ，δｓ为界面上任一点Ａ的法向和切向弹簧变形；ｕＡ１，ｕＡ２为点Ａ１，Ａ２的刚体位移；Ｌ为图３中所示局

部坐标与整体坐标系之间的转换矩阵．

界面弹簧刚度及弹簧力为

Ｔ＝ σｎ τｓ[ ] Ｔ＝Ｄδ； （３）

Ｄ＝
ｄｎ ０

０ ｄｓ[ ] ；
ｄｎ＝

Ｅ
ｈ
，ｄｓ＝

Ｅ
２１＋λ( ) ｈ

．

式中：σｎ，τｓ为点Ａ的法向和切向弹簧力；Ｄ为界面的弹簧刚度矩阵；ｄｎ，ｄｓ为界面上法向和切向弹簧刚

度．Ｅ为混凝土弹性模量，λ为泊松比；ｈ为相邻刚体块到界面的垂直距离，如图１ａ所示．
结构的能量平衡方程为

∑
ｒ

Ｓｒ０

１
２
Ｔｉ( ) δｉ( ) ｄｓ＝∑

ｅ

Ωｅ

ｆｉｕｉｄΩ＋
Ｓｅσ

Ｐｉｕｉｄｓ． （４）

式中：Ωｅ为结构定义域；Ｓｅσ为应力边界条件；Ｓ
ｒ
０为界面弹簧单元；ｆｉ，Ｐｉ为材料自重和外加荷载．（规定：上

标 ｉ( ) 表示所属的界面单元编号，下标ｉ表示所属的刚体块编号．）
应用最小势能原理得到结构的整体平衡方程组，

Ｋ·Ｕｇ＝Ｒ． （５）

式中：Ｒ为结构荷载列阵；Ｕｇ为结构整体位移列阵；Ｋ为结构刚度矩阵．

７３
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２　混凝土的材料本构

刚体弹簧模型通过界面上的均布弹簧反映材料的力学特性，法向弹簧反映混凝土的拉压性能，切向弹

簧反映混凝土剪力传递机理．混凝土界面弹簧的刚度矩阵 Ｄ可以表示为割线模量 Ｅ和泊松比 λ的函数，
因此可以通过调整这２个参数来反映材料的非线性特征．
２．１　混凝土的拉压本构

混凝土的割线模量Ｅ可以通过图４给出的混凝土的单轴应力－应变曲线［１５］定义．

图４　混凝土单轴应力－应变关系曲线

受压段表达式为

σ＝

Ｅ０ε－
Ｅ０
２ε０
ε２ ε＜ε０( ) ；

ｆｃ－
ｆｃ－μｆｃ( )
εｃｕ－ε０( )

ε－ε０( ) ε０≤ε＜εｃｕ( ) ；

μｆｃ ε＞εｃｕ．( )













（６）

式中：ε＝δｎ／ｈ为混凝土法向应变；ｆｃ为混凝土单轴抗压强度标准值；Ｅ０为混凝土初始弹性模量；ε０＝

２ｆｃ／Ｅ０，εｃｕ＝４ε０，μ＝０．２．

考虑混凝土受拉软化现象，受拉段表达式为

σ＝ １－ω( ) Ｅ０ε． （７）
式中：

ω＝

０ ε≤εｔ( ) ；

１－
εｔ
ε
ｅｘｐ－κ

ε－εｔ( )
εｔｕ－εｔ( )[ ] ε＞εｔ( ) ．{

εｔ＝ｆｔ／Ｅ０；ｆｔ为混凝土单轴抗拉强度标准值；κ取 ４．６０５２；εｔｕ为混凝土极限拉应变，由下式近似

计算［１６］，

εｔｕ＝
５Ｇｆ
ｆｔｈ
．

式中：Ｇｆ为能量释放率，即产生单位长度裂缝所需的能量；ｈ为相邻刚体块到界面的垂直距离，如图 １ａ

所示．

２．２　混凝土的剪切破坏准则及开裂本构
剪切弹簧反映混凝土剪力传递机理，其极限抗剪强度由Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ准则确定，如图５所示，其数学

８３



第１期 赵超，等：随机网格的刚体弹簧模型及其断裂力学应用

图５　Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ准则

表达如式（８）．

τｓ≥ｃ－σｎｔｇφ． （８）
式中：ｃ，φ分别为混凝土的粘聚力和内摩擦角．

压剪破坏时，界面弹簧刚度矩阵为

Ｄ＝
ｄｎ ０

０ χｄｓ[ ] ． （９）

式中：χ为考虑骨料咬合作用的剪切刚度折减系数．
拉剪破坏时，界面弹簧刚度矩阵为

Ｄ＝
０ ０
０ χｄｓ[ ] ． （１０）

χ采用文献［１７］给出的方法确定，

χ＝１ εｎ ＜εｔｕ( ) ；

χ＝０．４／εｎ／εｔｕ( ) εｎ≥εｔｕ( ) ．
（１１）

式中：εｔｕ为混凝土极限拉应变．

３　试验与数值模拟对比

３．１　双边缺口板的模拟
采用本文方法分析文献［１８］中的双边缺口板试验．试件的几何尺寸及加载试验方案如图６ａ所示，相

应的刚体弹簧模型如图６ｂ所示，混凝土的抗拉（ｆｔ）和抗压强度（ｆｃ）分别为３．０ＭＰａ和３８．４ＭＰａ，弹性模量
Ｅ０为３２．８ＧＰａ，泊松比λ０为０．２，粘聚力ｃ为５．１ＭＰａ，内摩擦角φ为６２．５°，能量释放率Ｇｆ为１１０Ｎ／ｍ．文
献［１８］试验获得的加载值Ｐ为２７．５０ｋＮ，本文数值模拟结果为２９．４５ｋＮ，试验和数值模拟的缺口板开裂
模式如图７所示，各开裂面弹簧破坏模式统计数据见图８所示．

图６　试件几何尺寸及数值离散模型

图７　试验和数值模拟结果对比 图８　界面弹簧开裂模式统计
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３．２　单边缺口简支梁的模拟
文献［１９］基于单边缺口梁对混凝土的混合开裂模式进行了试验研究．试验梁的外形尺寸以及加载方

案见图９ａ，本文的数值模型见图 ９ｂ，混凝土的材料特性见表 １．试验和数值模拟的裂缝模式见图 ９ｃ和
图９ｄ．

表１　单边缺口简支梁的混凝土材料参数

ｆｔ／ＭＰａ ｆｃ／ＭＰａ Ｅ０／ＧＰａ λ０ ｃ／ＭＰａ φ Ｇｆ／（Ｎ／ｍ）

３．５ ３８．４ ３０．０ ０．１８ ５．１ ６２．５° １４０

图９　单边切口简支梁／ｍｍ

图７和图９表明：本文方法预测的结构开裂模式、裂缝特征以及破坏荷载与试验结果基本吻合．图８
表明，本文模型中绝大部分破坏界面是由法向弹簧受拉破坏造成．

４　结论

１）本文方法能够简单合理地模拟结构的开裂行为，对于结构的开裂模式有很好的识别能力，是分析
混凝土结构破坏过程的一种可行且有效的方法．

２）基于Ｖｏｒｏｎｏｉ单元的刚体弹簧模型能够较为准确地模拟钢筋混凝土结构的破坏过程，对于裂缝分
布和形态的描述与真实情况较为接近．即使在破坏模式不能假定的情况下该方法也有很好的预测结果，充
分体现了非连续数值方法在描述开裂问题时的优势．
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