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非线性刚度转子系统振幅突变

控制策略的分析 ①
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摘　要：利用平均法推导了非线性刚度转子系统的频率响应方程，结合突变理论求出了转子系统振幅突变的突变流形
和分叉集，根据突变流形和分叉集确定了非线性刚度参数、激励频率和偏心距等引起转子系统振幅突变的影响因素，讨论

了激励频率和非线性刚度参数的取值范围，提出了利用电磁辅助支撑装置产生的非线性刚度参数控制转子系统振幅突变

的技术方案，给出了动态激励频率和综合非线性刚度参数的取值范围，得到了线性和非线性电磁支撑刚度参数的设计准

则，奠定了非线性刚度转子系统振幅突变控制的理论基础．
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突变现象广泛存在于旋转机械领域．例如，实际工作转子系统的刚度通常具有非线性特点［１－２］，这种

非线性刚度使得转子系统存在分叉现象，从而导致转子系统随着激励幅值或激励频率的连续缓慢变化而

产生振幅突变现象［３－４］．振幅突变将使转子系统出现突变故障（如碰摩故障），而这种突变故障一般具有随
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机性，发生前无明显征兆，无法依靠事前检查或监测提前进行预防，具有极强的破坏性和危险性［５－６］．因
此，控制非线性刚度转子系统的振幅突变，对于减少旋转机械突变故障的发生具有重要意义．

目前，国内外学者结合突变理论对非线性刚度转子系统振幅突变的控制问题进行了初步研究，取得了

一系列研究成果．Ａｄａｍｓ［７］通过分析蒸汽发电机组不平衡振动现象，指出转子系统在不平衡质量较大的情
况下将会产生振幅突变现象．Ｍａｒｃｏ［８］通过采用突变理论分析带柔性转轴的平面运动系统的稳定性问题，
划分了不会发生突变的稳定工作区域和会发生突变的不稳定区域，对转子系统振幅突变控制具有一定的

启示作用．李录平［９］等人结合透平发电机组碰摩故障动力学模型，提出了通过控制转子系统的非线性刚度

参数和偏心距参数来实现转子振幅突变现象的控制方案，该方案仅仅从定性层面讨论了控制振幅突变的

相关措施，无法实现定量控制，不利于工程实际应用．随后，刘华峰［１０］、李建兰［１１］、裴海林［１２］等人结合具体

的突变故障类型，利用突变理论从理论上提出了一些控制振幅突变的措施，但没有探讨利用何种执行器实

现这些控制措施，进而来解决振幅突变的控制问题．事实上，根据突变理论分析转子系统振幅突变产生的
机理，利用变参数执行器从本质上控制振幅突变发展进程的支配参数，完全可以减少甚至消除振幅突变

现象．
有别于以上研究，本文以非线性刚度转子系统为研究对象，利用平均法求得转子系统的频率响应方

程，结合突变理论求出转子系统振幅突变的发生条件，探讨了振幅突变时激励频率和非线性刚度参数的取

值范围，从理论上提出一种利用电磁辅助支撑装置的非线性刚度参数实现转子系统振幅突变控制的技术

方案，为转子系统振幅突变的控制奠定理论基础．

１　非线性转子系统的频率响应方程

为简化计算，仅考虑非线性刚度转子系统ｘ方向的振动，转子系统在ｘ方向的振动可用如下形式的运
动微分方程描述［１３－１４］：

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＋ｋＢｘ
３＝ｍｅω２ｃｏｓωｔ． （１）

式中：ｘ为决定系统位置的坐标；ｔ为时间；ｍ为转子质量；ｃ为阻尼；ｋ为转轴刚度；ｋＢ为转轴非线性刚度；ｅ
为偏心距；ω为激励频率，此处可看作转轴的角速度．

将式（１）的２边同时除以ｍ，可得如下形式的达芬方程：
ｘ̈＋２μｘ＋ω２０ｘ＋ｋｂｘ

３＝ｆｃｏｓωｔ． （２）

式中：μ为阻尼系数，μ＝
ｃ
２ｍ
；ω０为转子固有频率，ω

２
０＝
ｋ
ｍ
；ｋｂ为非线性刚度系数，ｋｂ＝

ｋＢ
ｍ
；ｆ表示单位质量

偏心激振力，ｆ＝ｅω２．
利用平均法求式（２）的频率响应方程［１５］．对于主共振情况，令
ω２０＝ １－εσ( ) ω２． （３）

式中：ε表示小参数；σ为协调因子，表示激励频率ω与转子固有频率ω０的相似程度．
则式（２）可转化为
ｘ̈＋ω２ｘ＝εＦ． （４）

式中：

Ｆ＝－２μｘ＋σω２ｘ－ｋｂｘ
３＋ｆｃｏｓωｔ． （５）

令式（４）的解为
ｘ＝ａｃｏｓφ． （６）

式中：φ＝ωｔ＋θ．根据平均法可知，当ε足够小时，实际观察到的转子系统的运动与周期运动十分接近，ａ，

θ可考虑为时间ｔ的慢变函数［１５］，则有

ａｃｏｓφ－ａθｓｉｎφ＝０． （７）
分别对式（６）求一阶和二阶导数，可得
ｘ＝－ａωｓｉｎφ； （８）

１４
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ｘ̈＝－ａωｓｉｎφ－ａω２ｃｏｓφ－ａωθｃｏｓφ． （９）
将式（９）和式（６）代入式（４），再结合式（７）可得

ａ＝－ε
ω
Ｆｓｉｎφ；

ａθ＝－
ε
ω
Ｆｃｏｓφ．










（１０）

令ａ＝εＰ，φ＝εＱ，则

Ｐ＝－
１
２πω∫

２π

０
Ｆｓｉｎφｄφ；

ａＱ＝－
１
２πω∫

２π

０
Ｆｃｏｓφｄφ．










（１１）

为求得稳态解，令 Ｐ＝０，Ｑ＝０，可得
－２μａω＋ｆｓｉｎθ＝０；

σω２ａ－
３
４
ａ３ｋｂ＋ｆｃｏｓθ＝０．{ （１２）

消去变量θ，可以求得系统的频率响应方程：

４μ２ａ２ω２＋
３
４
ａ３ｋｂ－σω

２ａ( )
２

＝ｆ２． （１３）

在某些参数满足一定的条件时，根据式（１３）可以作出非线性刚度转子系统的共振曲线，如图１所示．

图１　非线性刚度转子系统的共振曲线

对于一定的ω值，振幅ａ可以取Ａ，Ｓ，Ｂ这３个不同的值，其中Ｓ点的振动是不稳定的．如果系统受到
外界的扰动，振幅ａ就会从Ａ点突跳到Ｂ点．当ω值缓慢超过临界点Ｅ时，振幅ａ将从Ｅ点突跳到Ｆ点．这
是振幅突变的２种基本情况．振幅发生突变时，转子系统的运动状态将会在瞬间发生急剧变化，从而引起
突变故障的发生，如突变碰摩故障、油膜失稳等．为了控制转子系统的振幅突变现象，下面结合突变理论从
定量层面来探讨振幅突变产生的条件．

２　非线性转子系统振幅突变发生的条件

如果令ｙ＝ａ２－
８σω２

９ｋｂ
，则式（１３）可转化为

４ｙ３＋２ｕｙ＋ｖ＝０；

ｕ＝
３２
９ｋ２ｂ
４μ２ω２－

σ２ω４

３( ) ；
ｖ＝
６４
９ｋ２ｂ

３２σμ２ω４

９ｋｂ
＋８σ

３ω６

８１ｋｂ
－ｆ２( ) ．













（１４）

式中：ｙ为状态变量；ｕ，ｖ为控制变量，ｕ为分裂因子，ｖ为正则因子．结合突变理论，根据式（１４）及其一阶导

２４
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数，可得尖点突变模型的分叉集Ｃ：
８ｕ３＋２７ｖ２＝０． （１５）
根据式（１４）和式（１５）可得突变流形和分叉集的曲面和曲线图形，如图２所示．该突变模型的分叉集

在坐标原点处呈现变尖现象，故得名尖点突变模型．突变流形 Ｍ可分为上、中、下三叶．当 ｕ＞０时，ｖ的连
续变化只会引起ｙ的光滑变化，不会引起突变，系统处于平衡状态；当 ｕ＜０且 ｖ在区域 Ｄ中连续变化将
导致ｙ的不连续变化，将在上、下叶之间跳动，出现突变现象，系统处于非平衡状态，中叶即为不平衡区域．
分叉集Ｃ将控制平面分为突变区域和渐变区域２部分，图２中阴影区域Ｄ即为突变区域．由上可知，转子
系统振幅突变发生的条件是［１０，１３］

ｕ＜０；

８ｕ３＋２７ｖ２ ＜０．{ （１６）

图２　尖点突变模型的突变流形和分叉集

由式（１６）可知：转子系统振幅突变的影响因素包括：阻尼系数 μ，激励频率 ω，非线性刚度系数 ｋｂ，偏
心距ｅ和转子固有频率ω０．在转子系统结构一定的情况下，阻尼系数μ和转子固有频率ω０可以近似看为
常数，因而引起转子系统振幅突变的参数只有非线性刚度系数ｋｂ，激励频率ω和偏心距ｅ．通过调整这３个
参数可以避免振幅突变现象的发生．

根据式（１６）的第１个不等式，可得振幅突变时激励频率ω的取值范围：

ω＞ 槡２３μ
σ
． （１７）

当转子系统的激励频率 ω满足式（１７）的要求时，并不能保证振幅突变现象的发生，ω有可能会落在
突变区域外面．当转子系统的激励频率ω和偏心距ｅ为定值，且ω满足式（１７）的要求时，引起转子系统振
幅突变的因素仅为非线性刚度系数ｋｂ．

根据式（１６）的第２个不等式，可得振幅突变时非线性刚度系数ｋｂ的取值范围：
α－β＜ｋｂ ＜α＋β；

α＝
８σ
８１ｅ２

３６μ２＋σ２ω２( ) ；

β＝
槡８３
σ２ω２

３
－４μ２( )

３
２

２７ｅ２ω
．















（１８）

注意，只有在式（１７）和式（１８）同时得到满足时，转子系统才会发生振幅突变．在工程实践中，当激励
频率ω能够避开振幅突变取值区间时，式（１８）不存在，此时转子系统不会发生振幅突变现象；当激励频率
ω不能避开振幅突变取值区间时，应避免非线性刚度系数 ｋｂ在其振幅突变区间取值，否则就会发生振幅
突变现象．如果ｋｂ不能避开其振幅突变区间取值，就需要采取相应的非线性变刚度措施，使转子系统的非
线性刚度系数避开此区间，从而避免转子系统发生振幅突变现象．另外，根据式（１８）可知，通过实施非线性

３４
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变刚度措施，调整转子系统的动力学参数，有利于缩小非线性刚度参数ｋｂ的取值区间，减小其落入突变区
间的概率．

３　非线性转子系统振幅突变的控制策略

由上可知，转子系统的非线性刚度参数ｋｂ在式（１８）得到满足后将引起振幅突变现象．为了消除转子

系统振幅突变带来的不利影响，可将具有非线性变刚度功能的电磁辅助支撑装置引入到转子系统中，从而

消除或减弱非线性刚度参数对转子系统振幅突变带来的不利影响［１６］．该装置的基本结构类似磁悬浮轴
承，对称磁极上的励磁电流相同，不具有反馈控制功能，仅向转子系统提供电磁辅助支撑刚度参数，如图３
所示．图中ｈ为磁极间的静态间隙，ｘ为转轴位移，且０≤ ｘ≤ ｈ．忽略磁极间的漏磁和磁滞影响，主磁通路
如图３虚线所示，此时电磁辅助支撑装置的电磁力为［１７－１８］

Ｆｘ＝
λμ０ＳＮ

２Ｉ２

４
１

ｈ－ｘ( ) ２
－ １
ｈ＋ｘ( ) ２[ ] ． （１９）

式中：Ｎ为线圈匝数；Ｓ为磁极的有效面积；λ是考虑间隙处磁通不均匀分布所产生误差时加上的修正系
数［１９］，且λ＝（１＋０．１ａｇ）－１，ａ＝３～５；μ０为空气磁导率，且μ０＝４π×１０

－７Ｈ／ｍ；Ｉ为励磁电流．

图３　转子系统中的电磁辅助支撑装置

将式（１９）在ｘ＝０处进行泰勒级数展开，保留三次项，可得

Ｆｘ＝ｋＤｘ＋ｋＮｘ
３． （２０）

式中：

ｋＤ＝
λμ０ＳＮ

２

ｈ３
Ｉ２； （２１）

ｋＮ＝
３λμ０ＳＮ

２

ｈ５
Ｉ２． （２２）

显然，电磁力的一次项系数ｋＤ是电磁辅助支撑装置的线性电磁支撑刚度参数
［２０］；三次项系数 ｋＮ则

反映了电磁辅助支撑装置的非线性刚度特性，称为非线性电磁支撑刚度参数．

当电磁辅助支撑装置工作时，转子系统的微分运动式（１）中将增加电磁力项，即

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＋ｋＢｘ
３＝ｍｅω２ｃｏｓωｔ＋Ｆｘ． （２３）

将式（２０）带入式（２３），整理可得

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ ｋ－ｋＤ( ) ｘ＋ ｋＢ－ｋＮ( ) ｘ３＝ｍｅω２ｃｏｓωｔ． （２４）

将式（２４）的２边同时除以ｍ，可得

ｘ̈＋２μｘ＋ω２ｄｘ＋ｋｓｘ
３＝ｆｃｏｓωｔ． （２５）

式中：ωｄ表示转子系统的动态固有频率；ｋｓ表示转子系统的综合非线性刚度系数，且

ωｄ＝
ｋ－ｋＤ
ｍ槡
； （２６）

４４
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ｋｓ＝
ｋＢ－ｋＮ
ｍ
． （２７）

由式（２６）可知：当向转子系统引入电磁辅助支撑装置时，转子系统的动态固有频率将会随着ｋＤ值的
增大而降低，为了保证转子系统的稳定性，ｋＤ值应远远小于ｋ，而根据式（１７）可知这种情况有利于转子系
统远离振幅突变激励频率值．根据式（２７）可知：非线性刚度项将会随着 ｋＮ值的增大而减小，甚至完全消
除，此时转子系统可看成线性系统，彻底消除振幅突变现象．这就是实施非线性变刚度控制转子系统振幅
突变的切入点．在实施振幅突变控制时，需要讨论以下２种情况：

１）综合非线性刚度参数ｋｓ＝０，即ｋＮ＝ｋＢ，此时式（１）中的非线性刚度项完全消除，非线性刚度转子系
统变为线性转子系统，转子振幅将不会出现突变现象，这种情况可称为振幅突变的完全控制．在实施完全
控制策略时，首先应利用转子系统参数识别技术把转轴刚度参数 ｋ和 ｋＢ识别出来作为已知参数；然后调
节电磁辅助支撑装置的励磁电流，使得ｋＮ＝ｋＢ；最后根据式（２１）和式（２２）求出此时的ｋＤ，并保证式（２６）恒
成立．事实上，为了保证转子系统的稳定性，要求ｋＤ远远小于ｋ，因此，可以说电磁辅助支撑装置的电流调
节范围是有限的．

２）综合非线性刚度参数ｋｓ≠０，即ｋＢ＞ｋＮ或ｋＢ＜ｋＮ，此时式（１）中的非线性刚度项不能完全消除，这种
情况可称为振幅突变的不完全控制．为了防止ωｄ，ｋｓ落入振幅突变参数取值区间，根据式（１７）和式（１８）可
得转子系统动态固有频率ωｄ的取值范围：

０＜ωｄ ＜
槡２３μ
σ
． （２８）

同时，可得综合非线性刚度参数ｋｓ的取值范围：
ｋｓ＜α′－β′或ｋｓ＞α′＋β′；

α′＝
８σ
８１ｅ２

３６μ２＋σ２ω２ｄ( ) ；

β′＝
槡８３
σ２ω２ｄ
３
－４μ２( )

３
２

２７ｅ２ωｄ
．















（２９）

根据式（２８）和式（２９）可得电磁辅助支撑装置的线性和非线性电磁支撑刚度参数的取值范围：

ｋ－
１２μ２ｍ
σ２

＜ｋＤ ＜ｋ；

ｋＢ－ α′＋β′( ) ｍ＜ｋＮ ＜ｋＢ－ α′－β′( ) ｍ．{ （３０）

式（３０）也可以看成是电磁辅助支撑装置的刚度参数设计准则．同时，在设计电磁辅助支撑装置时，要
综合考虑式（３０），从而避免转子系统振幅突变现象的发生．当 ｋＢ＞ｋＮ时，调节励磁电流，尽可能增大 ｋＮ，削
弱转子系统的非线性特性，从而缩小突变区域Ｄ，降低非线性刚度参数落入Ｄ中的概率，从而实现转子系
统的稳定运转．当ｋＢ＜ｋＮ时，由于ｋＮ的增大，导致ｋＤ也继续增大，极有可能造成转子系统失稳．因此，这种
情况应该避免．

４　结论

１）非线性刚度转子系统的激励频率和非线性刚度参数同时满足振幅突变条件时，转子系统发生振幅
突变现象．

２）利用电磁支撑装置提供的非线性电磁支撑刚度参数可以控制转子系统的振幅突变现象，控制效果
取决于ｋＮ的取值．

３）为了保证控制后转子系统的稳定性，线性和非线性电磁支撑刚度参数应在取值范围内取值，且应
避免ｋＢ＜ｋＮ．

５４
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