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摘　要：针对Ｂéｚｉｅｒ曲线相对于控制顶点形状固定的不足，各种含参数的、性质类似于 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的调配函数纷
纷被提出，但这些调配函数是如何推导出来的却无从知晓．本文借助经典 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的升阶公式，基于由可调控制顶
点定义可调曲线的思想来定义形状可调Ｂéｚｉｅｒ曲线，详细展示了调配函数的构造过程，现有文献中的很多调配函数都可用
该方法得到．按本文方法定义可调Ｂéｚｉｅｒ曲线，其形状参数的几何意义直观明了．本文不仅揭示了可调Ｂéｚｉｅｒ曲线形状可调
的本质，而且给出了构造含参数的多项式调配函数的通用方法．
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Ｂéｚｉｅｒ方法是计算机辅助几何设计中表示自由曲线曲面的重要方法之一，在具备几何直观、计算简
单、表现力强等诸多优点的同时，Ｂéｚｉｅｒ方法也存在不足．例如，Ｂéｚｉｅｒ曲线相对于控制顶点形状固定［１］，为

弥补这一缺憾，近十余年间学者们提出了很多带形状参数的拟Ｂéｚｉｅｒ曲线［２］．经典Ｂéｚｉｅｒ曲线由控制顶点
和Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数做线性组合生成，而拟 Ｂéｚｉｅｒ曲线则由控制顶点和含参数的调配函数做线性组合生
成［３］，当参数值改变时，真正参与计算的调配函数发生变化，导致拟Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状随之改变［４］．从这个
角度看，拟Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状之所以可以在不改变控制顶点的情况下自由调整，根本原因在于所采用的调
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配函数是“可调”的，是调配函数的改变决定了曲线形状的必然改变．因此，要想定义新的形状可调的拟
Ｂéｚｉｅｒ曲线，主要任务是寻找新的含参数的调配函数．现有文献给出的含参数的调配函数从类型上看有多
项式函数［５］、三角函数［６］和双曲函数［７］等，几乎所有以形状可调 Ｂéｚｉｅｒ曲线为研究主题的文献都是直接
给出含参数的调配函数，然后讨论其性质，再定义曲线，分析曲线性质，至于调配函数是如何推导出来的，

没有文献作出介绍．
Ｂéｚｉｅｒ方法从一开始就是面向几何而非面向代数，当采用控制顶点来定义曲线时，曲线形状与控制多

边形的形状有直接联系，因此通过改变控制顶点来调整曲线形状的这种方式才最具几何直观性．相比较而
言，拟Ｂéｚｉｅｒ曲线通过改变调配函数来调整曲线形状属于代数方法，曲线中形状参数的几何意义并不直
观．为改变这种情况，同时也为了使调配函数的构造过程具体化，这里打算用新的方式来定义形状可调
Ｂéｚｉｅｒ曲线．

注意到Ｂéｚｉｅｒ曲线具有升阶算法，低次Ｂéｚｉｅｒ曲线可用高次 Ｂéｚｉｅｒ曲线表示，升阶以后，曲线控制顶
点数量增加，灵活度增强，而曲线形状不变．但若改变升阶以后曲线的控制顶点，则曲线形状必然发生改
变．本文正是从该思路出发定义形状可调 Ｂéｚｉｅｒ曲线：先将 Ｂéｚｉｅｒ曲线升阶，得出表示同一条曲线的高一
次Ｂéｚｉｅｒ曲线的控制顶点，这些顶点除首末两个之外，其他都是原Ｂéｚｉｅｒ曲线两两相邻控制顶点的线性组
合；然后改变线性组合系数，在系数中引入参数，由含参数的控制顶点和比原曲线高一次的Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函
数定义新曲线，从而实现通过改变参数值来改变控制顶点进而从几何直观的角度调整曲线形状的目标．整
理新曲线的表达式，可将其改写成原Ｂéｚｉｅｒ曲线的控制顶点和一组新的含参数的多项式函数的线性组合，
所得多项式就是文献中定义形状可调Ｂéｚｉｅｒ曲线时致力寻找的调配函数．

１　符号说明
ｎ次Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数Ｂｎ，ｉ（ｔ）＝Ｃ

ｉ
ｎｔ
ｉ（１－ｔ）ｎ－ｉ，其中ｉ＝０，１，…，ｎ，ｔ∈［０，１］．Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数具有升阶

公式：

Ｂｎ，ｉ（ｔ）＝（１－
ｉ

ｎ＋１
）Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）＋

ｉ＋１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ），ｉ＝０，１，…，ｎ． （１）

用Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）表示ｎ次Ｂéｚｉｅｒ曲线的控制顶点，用ｐｎ（ｔ）表示ｎ次Ｂéｚｉｅｒ曲线，其中

ｐｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｂｎ，ｉ（ｔ）Ｑｉ，ｔ∈［０，１］． （２）

用ｂｎ（ｔ）表示由控制顶点Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）定义的形状可调Ｂéｚｉｅｒ曲线，用Ｎｎ，ｉ（ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｎ）表
示可调Ｂéｚｉｅｒ曲线的含参数的调配函数．

２　可调曲线的构造
给定ｎ＋１个控制顶点Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ） ，将定义一条ｎ次Ｂéｚｉｅｒ曲线ｐｎ（ｔ）（式（２）），为了构造

形状可调Ｂéｚｉｅｒ曲线，现对曲线升阶，将式（１）代入式（２）并整理，得到：

ｐｎ（ｔ）＝Ｂｎ＋１，０（ｔ）Ｑ０＋∑
ｎ

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）［（１－

ｉ
ｎ＋１

）Ｑｉ＋
ｉ

ｎ＋１
Ｑｉ－１］＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）Ｑｎ．

当ｎ为偶数时，

ｐｎ（ｔ）＝Ｂｎ＋１，０（ｔ）Ｑ０＋∑
ｎ
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）（

ｉ
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ
ｎ＋１

Ｑｉ）＋∑
ｎ
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｎ＋１－ｉ（ｔ）（

ｎ＋１－ｉ
ｎ＋１

Ｑｎ－ｉ＋

ｉ
ｎ＋１

Ｑｎ＋１－ｉ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）Ｑｎ． （３）

当ｎ为奇数时，

ｐｎ（ｔ）＝Ｂｎ＋１，０（ｔ）Ｑ０＋∑
（ｎ－１）
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）（

ｉ
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ
ｎ＋１

Ｑｉ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１２（ｔ）（
１
２
Ｑｎ－１

２
＋１
２
Ｑｎ＋１

２
）＋

∑
（ｎ－１）
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｎ＋１－ｉ（ｔ）（

ｎ＋１－ｉ
ｎ＋１

Ｑｎ－ｉ＋
ｉ

ｎ＋１
Ｑｎ＋１－ｉ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）Ｑｎ． （４）

现在通过改变式（３）和式（４）中控制顶点线性组合的系数来定义形状可调的 Ｂéｚｉｅｒ曲线．当 ｎ为偶数

１１１
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时，引入ｎ个参数λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），其中

ｉ－（ｎ＋１）≤λｉ≤ｉ，ｉ＝１，２，…，
ｎ
２
；

－ｉ≤λｉ≤ｎ＋１－ｉ，ｉ＝
ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ．










（５）

令

ｂｎ（ｔ）＝Ｂｎ＋１，０（ｔ）Ｑ０＋∑
ｎ
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）（

ｉ－λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ）＋

∑
ｎ
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｎ＋１－ｉ（ｔ）（

ｎ＋１－ｉ＋λｎ＋１－ｉ
ｎ＋１

Ｑｎ－ｉ＋
ｉ－λｎ＋１－ｉ
ｎ＋１

Ｑｎ＋１－ｉ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）Ｑｎ． （６）

当ｎ为奇数且ｎ≥３时，引入ｎ－１个参数λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ－１），其中

ｉ－（ｎ＋１）≤λｉ≤ｉ，ｉ＝１，２，…，
ｎ－１
２
；

－ｉ－１≤λｉ≤ｎ－ｉ，ｉ＝
ｎ＋１
２
，
ｎ＋３
２
，…，ｎ－１．










（７）

令

ｂｎ（ｔ）＝Ｂｎ＋１，０（ｔ）Ｑ０＋∑
（ｎ－１）
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）（

ｉ－λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１２（ｔ）（
１
２
Ｑｎ－１

２
＋１
２
Ｑｎ＋１

２
）＋

∑
（ｎ－１）
２

ｉ＝１
Ｂｎ＋１，ｎ＋１－ｉ（ｔ）（

ｎ＋１－ｉ＋λｎ－ｉ
ｎ＋１

Ｑｎ－ｉ＋
ｉ－λｎ－ｉ
ｎ＋１

Ｑｎ＋１－ｉ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）Ｑｎ． （８）

式（６）和式（８）即为由控制顶点Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ） 定义的形状可调Ｂéｚｉｅｒ曲线．

３　参数几何意义
由式（６）和式（８）可知：给定控制顶点Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）时，改变λｉ的值，可调Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状会发

生改变．为了明确参数值的变化对曲线形状的影响，将式（６）和式（８）记作：

ｂｎ（ｔ）＝∑
ｎ＋１

ｉ＝０
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）Ｖｉ．

也就是将由ｎ＋１个控制顶点定义的形状可调Ｂéｚｉｅｒ曲线视为ｎ＋１次的Ｂéｚｉｅｒ曲线，由式（６）和式
（８）可以推出：控制顶点Ｖｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ＋１）与Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）的关系为

当ｎ为偶数时，
Ｖ０＝Ｑ０；

Ｖｉ＝
ｉ－λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ，ｉ＝１，２，…，
ｎ
２
；

Ｖｉ＝
ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ－λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ，ｉ＝
ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ；

Ｖｎ＋１＝Ｑｎ．















（９）

当ｎ为奇数且ｎ≥３时，
Ｖ０＝Ｑ０；

Ｖｉ＝
ｉ－λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｑｉ，ｉ＝１，２，…，
ｎ－１
２
；

Ｖｎ＋１
２
＝１
２
Ｑｎ－１

２
＋１
２
Ｑｎ＋１

２
；

Ｖｉ＝
ｉ＋λｉ－１
ｎ＋１

Ｑｉ－１＋
ｎ＋１－ｉ－λｉ－１

ｎ＋１
Ｑｉ，ｉ＝

ｎ＋３
２
，
ｎ＋５
２
，…，ｎ；

Ｖｎ＋１＝Ｑｎ．

















（１０）
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由式（９）和式（１０）可知：ｎ＋１次Ｂéｚｉｅｒ曲线的首末控制点Ｖ０和Ｖｎ＋１分别与给定的首末控制点Ｑ０和
Ｑｎ一致，其他控制点Ｖｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）分别位于给定控制多边形的边Ｑｉ－１Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）上．当ｎ为偶

数时，点Ｖｉ（ｉ＝１，２，…，
ｎ
２
）分边Ｑｉ－１Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ
２
）的比例为ｎ＋１－ｉ＋λｉ∶ｉ－λｉ，若增加λｉ（ｉ＝１，

２，…，
ｎ
２
），则点Ｖｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ
２
）更接近点 Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ
２
）；点 Ｖｉ（ｉ＝

ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ）分边

Ｑｉ－１Ｑｉ（ｉ＝
ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ）的比例为ｎ＋１－ｉ－λｉ∶ｉ＋λｉ，若增加λｉ（ｉ＝

ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ），则点

Ｖｉ（ｉ＝
ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ）更接近点Ｑｉ－１（ｉ＝

ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ）．当ｎ为奇数时，点Ｖｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）与

边Ｑｉ－１Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的关系也有类似结论．
由以上分析可知：ｎ＋１次 Ｂéｚｉｅｒ曲线的控制多边形 Ｖ０Ｖ１…Ｖｎ＋１可视为割去原给定控制多边形

Ｑ０Ｑ１…Ｑｎ的ｎ－１个角后所得，当λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）中的一个或多个同时增加时，被割去的角相应减小，
当所有参数均取给定范围（见式（５）和式（７））的最大值时，控制多边形 Ｖ０Ｖ１…Ｖｎ＋１与 Ｑ０Ｑ１…Ｑｎ重合．也
就是说，随着λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的增加，ｎ＋１次Ｂéｚｉｅｒ曲线的控制多边形会逐渐接近给定的控制多边形．
因此由Ｂéｚｉｅｒ曲线的逼近性可知，同时增加λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的值，会将可调Ｂéｚｉｅｒ曲线逐渐拉向给定的
控制多边形Ｑ０Ｑ１…Ｑｎ．若只增加一个参数，而其他参数固定不变，则会将可调Ｂéｚｉｅｒ曲线逐渐拉向某一条
控制边．

图１～图３显示了由４个控制顶点定义的可调Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状随参数的改变产生的变化．图中圆圈
为给定的控制顶点Ｑｉ（ｉ＝０，１，２，３），实心点为用 ４次 Ｂéｚｉｅｒ曲线表示可调 Ｂéｚｉｅｒ曲线时的控制顶点 Ｖｉ
（ｉ＝０，１，２，３，４）．无论参数怎样改变，点Ｖｉ（ｉ＝０，２，４）位置始终不变．

图１中曲线从上至下依次取λ１＝λ２＝０．５，－０．５，－１．５，－２．５，因２个参数同时改变，所以点Ｖ１和点
Ｖ３都随之改变．由图可见：随着λ１和λ２的同时增加，曲线逐渐整体逼近控制多边形．

图２中曲线固定取λ２＝－２，从上至下依次取λ１＝０．５，－０．５，－１．５，－２．５，因λ２固定所以点Ｖ３固
定，而点Ｖ１则随着λ１的改变而变动．由图可见：随着λ１的增加，曲线逐渐逼近控制边Ｑ１Ｖ２．

图３中曲线固定取λ１＝－１，从上至下依次取λ２＝０．５，－０．５，－１．５，－２．５，因λ１固定所以点Ｖ１固
定，而点Ｖ３则随着λ２的改变而变动．由图可见：随着λ２的增加，曲线逐渐逼近控制边Ｖ２Ｑ２．

图１　同时改变λ１和λ２时曲线的变化趋势 图２　固定λ２改变λ１时曲线的变化趋势

图３　固定λ１改变λ２时曲线的变化趋势

图４～图８显示了由５个控制顶点定义的可调Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状随参数的改变产生的变化．图中圆圈
为给定的控制顶点 Ｑｉ（ｉ＝０，１，２，３，４），实心点为用５次 Ｂéｚｉｅｒ曲线表示可调 Ｂéｚｉｅｒ曲线时的控制顶点
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Ｖｉ（ｉ＝０，１，２，３，４，５），无论参数怎样改变，点Ｖｉ（ｉ＝０，５）位置始终不变．
图４中曲线从上至下分别取λ１＝λ４＝－３，λ２＝λ３＝－２．５，λ１＝λ４＝－２，λ２＝λ３＝－１，λ１＝λ４＝－０．

５，λ２＝λ３＝０．５，λ１＝λ４＝０．５，λ２＝λ３＝１．５，因参数同时改变，点Ｖｉ（ｉ＝１，２，３，４）都随之改变．由图可见：
随着λｉ（ｉ＝１，２，３，４）的增加，曲线逐渐整体逼近控制多边形．

图 ５中曲线固定取λ２＝λ３＝０，λ４＝－２，从上至下依次取λ１＝０．５，－１，－２，－３，因λｉ（ｉ＝２，３，４）固
定所以点Ｖｉ（ｉ＝２，３，４）固定，而点Ｖ１则随着λ１的改变而变动．由图可见：随着λ１的增加，曲线逐渐逼近
控制边Ｑ１Ｖ２．

图 ６中曲线固定取λ１＝－１，λ３＝０，λ４＝－２，从交点右侧看从上至下曲线依次取λ２＝１，０，－１，－２，
因 λｉ（ｉ＝１，３，４）固定所以点Ｖｉ（ｉ＝１，３，４）固定，而点Ｖ２则随着λ２的改变而变动．由图可见：随着λ２的增
加，曲线逐渐逼近控制边Ｑ２Ｖ３．

图７中的曲线固定取λ１＝λ２＝０，λ４＝－１，从交点左侧看从上至下曲线依次取λ３＝１．５，０．５，－１，－２．
５，因λｉ（ｉ＝１，２，４）固定所以点Ｖｉ（ｉ＝１，２，４）固定，而点Ｖ３则随着λ３的改变而变动．由图可见：随着λ３
的增加，曲线逐渐逼近控制边Ｖ２Ｑ２．

图 ８中的曲线固定取λ１＝－２，λ２＝１，λ３＝０，从上至下依次取λ４＝０．５，－１．５，－２．５，－３．５，因λｉ（ｉ＝
１，２，３）固定所以点Ｖｉ（ｉ＝１，２，３）固定，而点Ｖ４则随着λ４的改变而变动．由图可见：随着λ４的增加，曲线
逐渐逼近控制边Ｖ３Ｑ３．

图４　同时改变λｉ（ｉ＝１，２，３，４）时曲线的变化趋势 图５　固定λｉ（ｉ＝２，３，４）改变λ１时曲线的变化趋势

图６　固定λｉ（ｉ＝１，３，４）改变λ２时曲线的变化趋势 图７　固定λｉ（ｉ＝１，２，４）改变λ３时曲线的变化趋势

图８　固定λｉ（ｉ＝１，２，３）改变λ４时曲线的变化趋势

４　调配函数
式（６）和式（８）所给可调Ｂéｚｉｅｒ曲线是用固定的Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数和含参数的控制顶点的线性组合来

表示的，为了按照已有文献中的方式将可调Ｂéｚｉｅｒ曲线表示成固定的控制顶点和含参数的调配函数的线
性组合，需将式（６）和式（８）进行改写．

当ｎ为偶数时，将式（６）整理为

ｂｎ（ｔ）＝［Ｂｎ＋１，０（ｔ）＋
１－λ１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，１（ｔ）］Ｑ０＋∑
ｎ
２－１

ｉ＝１
［
ｉ＋１－λｉ＋１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ）＋
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）］Ｑｉ＋
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［

ｎ
２
＋１＋λｎ

２

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ２（ｔ）＋

ｎ
２
＋１＋λｎ

２＋１

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ２＋１（ｔ）］Ｑｎ

２
＋∑

ｎ－１

ｉ＝ｎ２
＋１

［
ｉ＋１＋λｉ＋１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ）＋

ｎ＋１－ｉ－λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）］Ｑｉ＋［
１－λｎ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｎ（ｔ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）］Ｑｎ． （１１）

当ｎ为奇数时，将式（８）整理为

ｂｎ（ｔ）＝［Ｂｎ＋１，０（ｔ）＋
１－λ１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，１（ｔ）］Ｑ０＋∑
（ｎ－３）
２

ｉ＝１
［
ｉ＋１－λｉ＋１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ）＋
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）］Ｑｉ＋

［

（ｎ＋３）
２

＋λ（ｎ－１）
２

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ－１２（ｔ）＋

１
２
Ｂｎ＋１，ｎ＋１２（ｔ）］Ｑｎ

－１
２
＋［
１
２
Ｂｎ＋１，ｎ＋１２（ｔ）＋

（ｎ＋３）
２

＋λ（ｎ＋１）
２

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ＋３２（ｔ）］Ｑｎ

＋１
２
＋

∑
ｎ－１

ｉ＝（ｎ
＋３）
２

［
ｉ＋１＋λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ）＋
ｎ＋１－ｉ－λｉ－１

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）］Ｑｉ＋［

１－λｎ－１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｎ（ｔ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）］Ｑｎ．

（１２）
将式（１１）和式（１２）记作

ｂｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｎｎ，ｉ（ｔ）Ｑｉ．

式中：Ｎｎ，ｉ（ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｎ）为可调Ｂéｚｉｅｒ曲线的含参数的调配函数．
当ｎ为偶数时，

Ｎｎ，０（ｔ）＝Ｂｎ＋１，０（ｔ）＋
１－λ１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，１（ｔ）；

Ｎｎ，ｉ（ｔ）＝
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）＋
ｉ＋１－λｉ＋１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ），ｉ＝１，２，…，
ｎ
２
－１；

Ｎｎ，ｎ２（ｔ）＝

ｎ
２
＋１＋λｎ

２

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ２（ｔ）＋

ｎ
２
＋１＋λｎ

２＋１

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ２＋１（ｔ）；

Ｎｎ，ｉ（ｔ）＝
ｎ＋１－ｉ－λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）＋
ｉ＋１＋λｉ＋１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ），ｉ＝
ｎ
２
＋１，

ｎ
２
＋２，…，ｎ－１；

Ｎｎ，ｎ（ｔ）＝
１－λｎ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｎ（ｔ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）．























（１３）

当ｎ为奇数且ｎ≥３时，

Ｎｎ，０（ｔ）＝Ｂｎ＋１，０（ｔ）＋
１－λ１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，１（ｔ）；

Ｎｎ，ｉ（ｔ）＝
ｎ＋１－ｉ＋λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）＋
ｉ＋１－λｉ＋１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ），ｉ＝１，２，…，
ｎ－３
２
；

Ｎｎ，ｎ－１２（ｔ）＝

（ｎ＋３）
２

＋λ（ｎ－１）
２

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ－１２（ｔ）＋

１
２
Ｂｎ＋１，ｎ＋１２（ｔ）；

Ｎｎ，ｎ＋１２（ｔ）＝
１
２
Ｂｎ＋１，ｎ＋１２（ｔ）＋

（ｎ＋３）
２

＋λ（ｎ＋１）
２

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｎ＋３２（ｔ）；

Ｎｎ，ｉ（ｔ）＝
ｎ＋１－ｉ－λｉ－１

ｎ＋１
Ｂｎ＋１，ｉ（ｔ）＋

ｉ＋１＋λｉ
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｉ＋１（ｔ），ｉ＝
ｎ＋３
２
，
ｎ＋５
２
，…，ｎ－１；

Ｎｎ，ｎ（ｔ）＝
１－λｎ－１
ｎ＋１

Ｂｎ＋１，ｎ（ｔ）＋Ｂｎ＋１，ｎ＋１（ｔ）．



























（１４）
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５　性质分析
由式（１３）和式（１４）以及Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的性质，得调配函数Ｎｎ，ｉ（ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｎ） 性质如下：

１）非负性：当调配函数中的参数满足式（５）和式（７）中的条件时，对 ｔ∈ ［０，１］，有 Ｎｎ，ｉ（ｔ）≥０，其
中ｉ＝０，１，…，ｎ．

２）规范性：∑
ｎ

ｉ＝０
Ｎｎ，ｉ（ｔ）＝１．

３）对称性：当ｎ为偶数时，若λｉ＝λｎ＋１－ｉ（ｉ＝１，２，…，
ｎ
２
），则Ｎｎ，ｉ（ｔ）＝Ｎｎ，ｎ－ｉ（１－ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｎ）；当

ｎ为奇数时，若λｉ＝λｎ－ｉ（ｉ＝１，２，…，
ｎ－１
２
），则Ｎｎ，ｉ（ｔ）＝Ｎｎ，ｎ－ｉ（１－ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｎ）．

４）端点性质：对ｉ＝０，１，…，ｎ，有Ｎｎ，０（０）＝１；Ｎｎ，ｉ（０）＝０，ｉ≠０；Ｎｎ，ｉ（１）＝０，ｉ≠ｎ；Ｎｎ，ｎ（１）＝１；Ｎ′ｎ，０（０）＝－
（ｎ＋λ１）；Ｎ′ｎ，０（０）＝－（ｎ＋λ１）；Ｎ′ｎ，１（０）＝ｎ＋λ１；Ｎ′ｎ，ｉ（０）＝ ０，ｉ≠０，１．

当ｎ为偶数时，
Ｎ′ｎ，ｎ－１（１）＝－（ｎ＋λｎ）；

Ｎ′ｎ，ｎ（１）＝ｎ＋λｎ；

Ｎ′ｎ，ｉ（０）＝０，ｉ≠ｎ－１，ｎ．
{
当ｎ为奇数时，
Ｎ′ｎ，ｎ－１（１）＝－（ｎ＋λｎ－１）；

Ｎ′ｎ，ｎ（１）＝ｎ＋λｎ－１；

Ｎ′ｎ，ｉ（０）＝０，ｉ≠ｎ－１，ｎ．
{
５）退化性：若所有参数都为零，调配函数即ｎ（ｎ≥２）次Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数．文献中很多调配函数可由

该调配函数得到．如当ｎ＝２时，令λ１＝λ２，得文献［８］中调配函数；令λ１＝α，λ２＝β，得文献［９］中初始调
配函数；令λ１＝λ－２，λ２＝μ－２，得文献［１０］中调配函数；当ｎ＝３时，令λ１＝λ２，得文献［１１］中调配函

数；令λ１＝λ，λ２＝μ，得文献［１２－１４］中调配函数；当ｎ＝４时，令λ１＝λ，λ２＝
λ
２
，λ３＝

λ
２
，λ４＝λ，得文献

［１５］中第一类调配函数；令λ１＝λ，λ２＝０，λ３＝－
β
２
，λ４＝α，得文献［１６］中调配函数；令λ１＝ａ，λ２＝

ｂ
２
，

λ３＝
ｃ
２
，λ４＝ｄ，得文献［１７］中第二类调配函数；当ｎ＝５时，令λ１＝λ，λ２＝－

２
５λ
，λ３＝－

２
５λ
，λ４＝λ，得文

献［１８］中调配函数；令λ１＝α，λ２＝
４
５α
－２
５β
，λ３＝

４
５α
－２
５β
，λ４＝α，得文献［１９］中调配函数；当ｎ＝６

时，令λ１＝ｘ，λ２＝０，λ３＝－
１
５
ｘｙ，λ４＝－

１
５
ｘｙ，λ５＝０，λ６＝ｘ，得文献［２０］中调配函数．

由调配函数的性质，易知可调Ｂéｚｉｅｒ曲线具有下列性质：
１）凸包性：可调Ｂéｚｉｅｒ曲线位于控制顶点Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）的凸包内．
２）几何不变性与仿射不变性：可调Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状与坐标系的选取无关；欲获得经仿射变换后的

可调Ｂéｚｉｅｒ曲线，只需对控制多边形进行相同的变换．

３）对称性：ｎ为偶数且λｉ＝λｎ＋１－ｉ（ｉ＝１，２，…，
ｎ
２
），或ｎ为奇数且λｉ＝λｎ－ｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ－１
２
）时，由

顶点Ｑｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）和Ｑｎ－ｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）定义的可调Ｂéｚｉｅｒ曲线形状相同，只是方向相反．
４）端点插值与端边相切性：可调Ｂéｚｉｅｒ曲线以控制多边形的首末顶点为起止点，且曲线在起止点处

与控制多边形的首末边相切．

６　结论
１）本文对Ｂéｚｉｅｒ曲线升阶一次，通过改变控制顶点的线性组合系数来融入参数，该方法具有一般性，
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也可以不对Ｂéｚｉｅｒ曲线升阶，或者对Ｂéｚｉｅｒ曲线进行两次或多次升阶，再按类似方式在控制顶点中融入形
状参数，从而得到不同次数的调配函数．

２）下一步的研究可以将本文方法推广用于构造形状可调的三角域Ｂéｚｉｅｒ曲面．
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