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带两个形状参数有理二次三角 Ｂéｚｉｅｒ曲线 ①
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（湖南科技大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭 ４１１２０１）

摘　要：本文提出了带两个形状参数的有理二次三角 Ｂéｚｉｅｒ曲线，由 ４个控制顶点生成的曲线具有传统有理三次
Ｂéｚｉｅｒ曲线的几何特性，包括端点性质、对称性、凸包性、几何和仿射不变性、变差缩减性．分析了在权因子固定情形下，通过
改变形状参数值可以局部调控曲线形状；也得出当形状参数值都为－１时，曲线可退化为直线段．曲线在适当的控制顶点下，
可精确表示椭圆弧和圆弧，从而可方便整圆的表示．在控制顶点和权因子相同的条件下，当形状参数取值在一定范围内，曲
线具有比有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线对控制多边形更好的逼近．
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长期以来，曲线曲面是计算机辅助几何设计（ＣＡＧＤ）研究的重要课题［１－２］，在实际工程设计中，ＣＡＧＤ
满足自由曲线曲面形式的计算表示，而自由曲线曲面一般是由基函数和控制顶点线性表示．随着曲线曲面
的发展，现较成熟的是非均匀有理Ｂ样条（ＮＵＲＢＳ）方法，曲线在 ＣＡＤ中有着广泛应用，然而，ＮＵＲＢＳ方
法中各控制顶点的权因子对曲线的影响不易控制［３］，而且多项式特性的曲线不能表示摆线、螺旋线等机

械设计中需要的曲线．为了克服这个困难，近年来，我们用带形状参数的三角多项式函数代替多项式，这种
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形状参数在交互式形状设计中起到关键作用，且在 ＣＡＧＤ中多项式方法逐渐被有理形式取代，而非有理
曲线是有理曲线的特例，有理形式的主要优势是可以精确表示圆锥曲线和非有理曲线．

在ＣＡＤ／ＣＡＭ体系中，有理二次Ｂéｚｉｅｒ曲线不仅表示圆弧和椭圆弧，而且应用于字形设计中［４］．考虑

到三角多项式样条函数的可能性应用，Ｈａｎ［５］提出了一类带形状参数的二次三角多项式曲线，曲线比一般

的二次Ｂ样条曲线有更好的形状控制和逼近控制多边形；Ｘｉ－ＡｎＨａｎ［６］等研究了带两个形状参数的三次

三角Ｂéｚｉｅｒ曲线，曲线比三次Ｂéｚｉｅｒ曲线更接近控制多边形；Ｗｕ．Ｘ［７］等描述了一个类似于三次 Ｂ样条曲

线的带参的二次三角样条曲线，曲线对不同的形状参数值有不同的参数连续性；Ｈａｎ［８－９］后来又提出了Ｃ２

连续的分段二次三角多项式曲线和带整体形状参数的三次三角多项式曲线；Ｕｚｍａ［１０］等提出了单形状参

数的二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线，曲线比二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线有更好的逼近性；进一步地，Ｕｚｍａ［１１－１３］等研究了带

两个形状参数的有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线和有理三次三角 Ｂéｚｉｅｒ曲线，曲线形状由不同的参数和权因子
控制，对控制多边形的逼近和曲线连续性有着重要的现实意义．

本文研究了新的具有Ｂéｚｉｅｒ曲线特性的带有两个形状参数的有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线，基函数是由４
个二次三角多项式组成，由４个顶点控制的曲线完全具有三次Ｂéｚｉｅｒ曲线特性．在未改变控制顶点的情况
下，形状参数和权因子可以灵活控制曲线形状，曲线在确定的形状参数和权因子控制点的特殊坐标下可表

示成椭圆弧和圆弧，对于特殊的形状参数值，也可以很好的逼近有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线．

１　二次三角基函数

参考文献［１４］，进一步，我们定义带两个形状参数的二次三角多项式基函数，并讨论其性质．

定义１　对于ｕ∈［０，１］，称

ｆ０（ｕ）＝（１－ｓｉｎ
π
２
ｕ）（１－ｍｓｉｎπ

２
ｕ）；

ｆ１（ｕ）＝（１＋ｍ）ｓｉｎ
π
２
ｕ（１－ｓｉｎπ

２
ｕ）；

ｆ２（ｕ）＝（１＋ｎ）ｃｏｓ
π
２
ｕ（１－ｃｏｓπ

２
ｕ）；

ｆ３（ｕ）＝（１－ｃｏｓ
π
２
ｕ）（１－ｎｃｏｓπ

２
ｕ）．

















（１）

式中：ｍ，ｎ为参数，且ｍ，ｎ∈［－１，１］，式（１）为带参的二次三角多项式基函数，从式（１）可得到基函数具
有以下性质：

（１）非负性：ｆｉ（ｕ）≥０，ｉ＝０，１，２，３．

（２）规范性：∑
３

ｉ＝０
ｆｉ（ｕ）＝１，ｕ∈［０，１］．

（３）参数单调性：即固定参数ｕ，ｆ０（ｕ）和ｆ３（ｕ）分别是ｍ，ｎ的递减函数，而ｆ１（ｕ），ｆ２（ｕ）分别是ｍ，ｎ的
递增函数．

（４）对称性：ｆｉ（ｕ；ｍ，ｎ）＝ｆ３－ｉ（１－ｕ；ｎ，ｍ），ｉ＝０，１，２，３．
证明：

（１）和（２）显然由定义可证明．

（３）对于ｕ∈［０，１］，ｆ０（ｕ），ｆ３（ｕ）分别对ｍ，ｎ求导，可知ｆ０（ｕ），ｆ３（ｕ）在定义区间上是单调递减的，同

理可知，ｆ１（ｕ），ｆ２（ｕ）在定义区间上是单调递增的．
（４）当ｉ＝３时，

ｆ３（ｕ；ｍ，ｎ）＝（１－ｃｏｓ
π
２
ｕ）（１－ｎｃｏｓπ

２
ｕ）＝（１－ｓｉｎπ

２
（１－ｕ））（１－ｍｓｉｎπ

２
（１－ｕ））＝ｆ０（１－ｕ；ｎ，ｍ）．

（２）

９１１
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同理，对于其他３个基函数的对称性同样可证．
图１展示了ｍ＝ｎ＝１时的二次三角多项式基函数图形．

图１　二次三角多项式基函数（ｍ＝ｎ＝１）

２　有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线

由上一节基函数的定义，我们给出带两个形状参数的有理二次三角 Ｂéｚｉｅｒ曲线，简称 ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ
曲线．

定义２　 给定４个控制顶点Ｐｉ∈Ｒ
２（ｉ＝０，１，２，３），带两个形状参数的有理二次三角 Ｂéｚｉｅｒ曲线定

义为

ｆ（ｕ）＝
ｆ０Ｐ０＋ｆ１Ｐ１ω１＋ｆ２Ｐ２ω２＋ｆ３Ｐ３

ｆ０＋ｆ１ω１＋ｆ２ω２＋ｆ３
，　（ｕ∈［０，１］）． （３）

式中：ｆｉ（ｕ）（ｉ＝０，１，２，３）是定义在式（１）中的基函数；ωｉ是权因子．
假设ωｉ≥０且当ωｉ＝１时，式（３）中分母等于１，我们将得到二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线．从式（３）可得ＲＱＴ－

Ｂéｚｉｅｒ曲线有下面的性质：
１）端点性质
ｆ（０）＝Ｐ０，ｆ（１）＝Ｐ３；

ｆ′（０）＝π
２
（１＋ｍ）（Ｐ１－Ｐ０）ω１；

ｆ′（１）＝π
２
（１＋ｎ）（Ｐ３－Ｐ２）ω２．













（４）

２）对称性
如果曲线控制顶点Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，将其反序排列为Ｐ３，Ｐ２，Ｐ１，Ｐ０，并且交换形状参数ｍ和ｎ，这样我

们得到的曲线符合原曲线，只是方向不同而已．
ｆ（ｕ；ｍ，ｎ，Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３）＝ｆ（１－ｕ；ｎ，ｍ，Ｐ３，Ｐ２，Ｐ１，Ｐ０），（ｕ∈［０，１］，ｍ，ｎ∈［－１，１］）． （５）
３）几何不变性和仿射不变性
曲线式（３）的形状不依赖于坐标系的选择，也就是，它满足下列２个等式：
ｆ（ｕ；ｍ，ｎ，Ｐ０＋ｑ，Ｐ１＋ｑ，Ｐ２＋ｑ，Ｐ３＋ｑ）＝ｆ（ｕ；ｍ，ｎ，Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３）＋ｑ； （６）
ｆ（ｕ；ｍ，ｎ，Ｐ０Ｔ，Ｐ１Ｔ，Ｐ２Ｔ，Ｐ３Ｔ）＝ｆ（ｕ；ｍ，ｎ，Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３）Ｔ． （７）

式中：ｕ∈［０，１］；ｍ，ｎ∈［－１，１］；ｑ为Ｒ２中任意矢量；Ｔ是任意２×２矩阵．
对控制多边形进行平移、缩放或剪切等仿射变换后，对应的ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线就是仿射变换后的曲线．
４）凸包性质

０２１
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整个ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线恒位于它的控制点的凸包内．
５）变差缩减性（Ｖ．Ｄ．）
平面上的任一条直线与曲线的交点数不会超过它与控制多边形交点数．

３　ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状控制

给定控制点Ｐｉ（ｉ＝０，１，２，３），将权因子ωｉ固定，参数ｍ，ｎ将影响曲线式（３）的形状，我们固定参数值

ｎ，参数ｍ值逐渐增大时，影响到是基函数只能是ｆ０（ｕ）和ｆ１（ｕ），由基函数参数单调性，ｆ０（ｕ）是ｍ的减
函数，ｆ１（ｕ）是ｍ的增函数，故曲线更靠近Ｐ０Ｐ１，同理，固定参数值ｍ，参数ｎ值且逐渐增大时，曲线更靠
近Ｐ２Ｐ３，于是，当同时增加ｍ，ｎ值时，整个曲线则更加靠近控制多边形．

形状参数对ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线形状的影响如图２所示．图２ａ中，固定ωｉ值，且ω１＝ω２＝２时，当参数
ｎ＝１，ｍ分别取ｍ＝１，０．５，０，－０．５，－１时，曲线（实线）向右靠近，同样的方法，当ｍ＝１，分别取ｍ＝－１，－

０．５，０，０．５时，曲线（点虚线）向左靠近．
图２ｂ中，固定ωｉ的值，且ω１＝ω２＝２时 ，参数ｍ，ｎ同时由小到大变化曲线图，分别是ｍ＝ｎ＝１（点虚

线），ｍ＝ｎ＝０．５（点线），ｍ＝ｎ＝０（实线），ｍ＝ｎ＝－０．５（虚线）等曲线图，而且当ｍ＝ｎ＝－１时曲线退化
为一条直线段．

图２　形状参数对ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线形状的影响

图３　权因子对ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线形状的影响

权因子对ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线形状的影响如图３所
示．图３中，固定ｍ，ｎ的值，且ｍ＝ｎ＝－０．５时，权因
子由小到大变化曲线图分别是ωｉ＝３（点虚线），ωｉ＝

７（点线），ωｉ＝１５（实线），ωｉ＝５５（虚线）等曲线图，
当ωｉ＝０时，曲线退化为一条直线段．而当ωｉ＞０且
逐渐增大时，曲线越靠近中间控制顶点，并且无限向

４个控制点靠拢，但不会超出控制多边形．
定理１　当 ｕ∈ ［０，１］，ｍ＝ｎ＝－１，或者 ωｉ＝

０（ｉ＝１，２）时，ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线均可表示成直线段．
证明：当ｍ＝ｎ＝－１时，基函数式（１）可写成：

ｆ０（ｕ）＝１－ｓｉｎ
２π
２
ｕ＝ｋ１；

ｆ１（ｕ）＝０；

ｆ２（ｕ）＝０；

ｆ３（ｕ）＝１－ｃｏｓ
２π
２
ｕ＝ｋ２．















（８）
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这样，曲线式（３）简化为

ｆ（ｕ）＝
ｋ１Ｐ０＋ｋ２Ｐ３
ｋ１＋ｋ２

． （９）

由于ｋ１＋ｋ２＝１，故ｆ（ｕ）＝ｋ１Ｐ０＋ｋ２Ｐ３，曲线是首末端顶点Ｐ０与Ｐ３的直线段，当ωｉ＝０（ｉ＝１，２）时，

同样也可证得曲线是首末端顶点Ｐ０与Ｐ３的直线段．

４　圆锥曲线表示

定理２　设Ｐｉ（ｉ＝０，１，２，３）为ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线４个控制顶点，我们取

Ｐ０＝（ａ，－ｂ），Ｐ１＝（－ａ，０），Ｐ２＝（－ａ，０），Ｐ３＝（ａ，ｂ）． （１０）

ｍ＝ｎ＝０，ωｉ＝１（ｉ＝１，２）时，ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线可表示为一个以（３ａ，０）为中心，长半轴为 槡２２ａ，短半

轴为槡２ｂ的椭圆弧．

证明：将ｍ＝ｎ＝０，ωｉ＝１，Ｐ０＝（ａ，－ｂ），Ｐ１＝（－ａ，０），Ｐ２＝（－ａ，０），Ｐ３＝（ａ，ｂ）代入式（３），则
ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线坐标为

ｘ（ｕ）＝３ａ－２ａ（ｓｉｎπ
２
ｕ＋ｃｏｓπ

２
ｕ）；

ｙ（ｕ）＝ｂ（ｓｉｎπ
２
ｕ－ｃｏｓπ

２
ｕ）．










（１１）

它满足（
ｘ－３ａ
２ａ
）２＋（

ｙ
ｂ
）２＝２的方程，是一个以（３ａ，０）为中心的椭圆弧．

推论１　当ｂ＝２ａ，式（１１）可写成：

ｘ（ｕ）＝３ａ－２ａ（ｓｉｎπ
２
ｕ＋ｃｏｓπ

２
ｕ）；

ｙ（ｕ）＝２ａ（ｓｉｎπ
２
ｕ＋ｃｏｓπ

２
ｕ）．










（１２）

ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线表示的是一个以（３ａ，０）为圆心，槡２２ａ为半径的一段圆弧．

推论２　如果取４段ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线的控制顶点分别为Ｐ１０＝（ａ，－２ａ），Ｐ１３＝（ａ，２ａ）Ｐ１１＝Ｐ１２（－ａ，

０）；Ｐ２０＝（ａ，２ａ），Ｐ２１＝Ｐ２２＝（２ａ，４ａ），Ｐ２３＝（５ａ，２ａ）；Ｐ３０＝（５ａ，２ａ），Ｐ３１＝Ｐ３２＝（８ａ，０），Ｐ３３＝（５ａ，－２ａ），
Ｐ４０＝（５ａ，－２ａ），Ｐ４１＝Ｐ４２＝（２ａ，－４ａ），Ｐ４３＝（ａ，－２ａ）．则４段ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线表示的是一个以（３ａ，０）

为圆心，槡２２ａ为半径的圆．
图４为ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线描述椭圆弧和圆弧表示法的图形．

图４　ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线椭圆弧与圆弧的表示
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５　逼近性

在几何造型中，控制多边形为曲线提供了一个重要工具，在相同的控制顶点下，我们讨论带两个形状

参数的ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ与有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线的关系．
设Ｐｉ（ｉ＝０，１，２，３）为不共线的控制点，有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线表示为

Ｂ（ｔ）＝
∑
３

ｉ＝０
ＰｉＢｉ（ｔ）λｉ

∑
３

ｉ＝０
Ｂｉ（ｔ）λｉ

，ｔ∈［０，１］． （１３）

式中：Ｂ（ｔ）＝Ｃｉ３（１－ｔ）
３－ｉｔｉ为伯恩斯坦多项式；λｉ（ｉ＝０，１，２，３）为权因子．

我们取相同的控制顶点，令Ｐ３
２
＝
（Ｐ１＋Ｐ２）
２

，且满足λ０＝λ３＝１，λｉ＝ωｉ＝ｖ（ｉ＝１，２），则一般的有理

三次Ｂéｚｉｅｒ曲线式（１３）可写成：

Ｂ（ｔ）＝
（１－ｔ）３Ｐ０＋３ｖ（１－ｔ）

２ｔＰ１＋３ｖｔ
２（１－ｔ）Ｐ２＋ｔ

３Ｐ３
（１－ｔ）３＋３ｖ（１－ｔ）２ｔ＋３ｖｔ２（１－ｔ）＋ｔ３

． （１４）

显然有

ｆ（０）＝Ｂ（０）＝Ｐ０；

ｆ（１）＝Ｂ（１）＝Ｐ３．{ （１５）

曲线插值于起点和末点，进一步有

Ｂ（
１
２
）－Ｐ３／２＝

１
２（１＋３ｖ）

（Ｐ０－Ｐ１－Ｐ２＋Ｐ３）． （１６）

对式（２）曲线，当ｍ＝ｎ时，通过计算可得

ｆ（
１
２
）－Ｐ３／２＝

（槡２－ｍ）Ｐ０＋（１＋ｍ）Ｐ１ｖ＋（１＋ｍ）Ｐ２ｖ＋（槡２－ｍ）Ｐ３
２（槡２－ｍ）＋２（１＋ｍ）ｖ

－
Ｐ１＋Ｐ２
２
． （１７）

令ｇ１＝槡２－ｍ，ｇ２＝１＋ｍ，则

ｆ（
１
２
）－Ｐ３／２＝

ｇ１
２（ｇ１＋ｇ２ｖ）

（Ｐ０－Ｐ１－Ｐ２＋Ｐ３）＝
（１＋３ｖ）ｇ１
（ｇ１＋ｇ２ｖ）

（Ｂ（
１
２
）－Ｐ３／２）． （１８）

图５　ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线 （ｍ＝ｎ＝－１，０．５，０．８１０７，１）

定理３　设Ｐｉ（ｉ＝０，１，２，３）为不共线控制点，当
ｍ＝ｎ，且满足λ０＝λ３＝１，λｉ＝ωｉ＝ｖ（ｉ＝１，２）时，
ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ与有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线满足式（１８）．

推论　当且仅当 ０．８１０７≤ ｍ，ｎ≤ １时，ＲＱＴ－

Ｂéｚｉｅｒ曲线比有理三次 Ｂéｚｉｅｒ曲线更逼近于控制多
边形，且ｍ＝ｎ＝０．８１０７时，有

ｆ（
１
２
）＝Ｂ（

１
２
）． （１９）

此时，ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线比有理三次 Ｂéｚｉｅｒ曲线
更逼近控制多边形．

图５展示了ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线，当ｍ＝ｎ＝－１时，
曲线为连接Ｐ０Ｐ３的线段，参数 ｍ＝ｎ＝０．８１０７时，

ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线（虚线）比有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线更靠近控制多边形．

６　结论

１）本文构建了一类新的有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线（ＲＱＴ－Ｂéｚｉｅｒ曲线），曲线除了具有有理三次 Ｂéｚｉｅｒ
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曲线的性质外，另外给定的两个形状参数为设计者提供了额外地调整曲线的方法．
２）曲线不仅可精确表示椭圆弧和圆弧，而且比有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线有更好的逼近；通过理论分析和实

验说明了曲线的性质．
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