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摘'要#啮合刚度是齿轮传动的重要动力学特性参数!当齿轮运行状态发生变化!如出现齿根裂纹时!这种变化会在时变啮

合刚度中体现(准确地计算齿轮的时变啮合刚度对模拟齿轮系统的动力学特性意义重大(势能法"有限元法和石川法是计算

齿轮时变啮合刚度的常用方法(以正常及含齿根裂纹的渐开线直齿圆柱齿轮为研究对象!对这 ! 种方法的综合时变啮合刚

度结果进行了对比分析!结果表明#有限元法计算速度慢!但更能够适用于多种复杂裂纹结构下的啮合刚度的计算!计算原

理与实际工况更为吻合$势能法与石川法的计算速度快!对于简单裂纹或多级齿轮传动!可以优先采用势能法与石川法进

行计算(

关键词#齿轮$时变啮合刚度$势能法$有限元法$石川法
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齿轮传动系统广泛应用于机床(车辆(航空航天等领域!是机械系统中应用最广泛的动力和运动传递

装置(齿轮系统的振动(冲击和噪声特性是高性能齿轮传动关注的重点!而啮合刚度的变化则是引起齿轮

系统出现振动(冲击与噪声的主要因素之一(影响齿轮啮合刚度的因素较多!如啮合位置(作用载荷(载荷

分布(齿轮修形(轮齿误差与轮齿变形等"&#

(在不适当的工作条件(材料缺陷(制造误差等情况下!齿轮通常

会沿齿根位置产生裂纹!裂纹会导致上述一个或多个因素发生明显变化!继而引起齿轮啮合刚度的变化!

啮合刚度是表征齿轮裂纹故障的重要参数"$#

(

动力学建模与分析是研究齿轮系统的振动(冲击和噪声特性的有效手段(准确地模拟齿轮传动系统的

动力学特性!揭示齿轮系统的振动(冲击和噪声产生机理!可为齿轮传动系统的优化设计(服役性能预测以

及故障诊断等提供理论基础(最初的齿轮系统动力学模型的集中质量模型中!齿轮均考虑为理想形式!啮

合刚度为一固定值!致使一些刚度激励引起的重要现象常常被遗漏"!#

(实际的啮合刚度具有时变特性!随

着齿轮研究的不断深入!齿轮时变啮合刚度的准确计算受到越来越多的关注!齿轮裂纹时变啮合刚度的计

算也成为一个重要的研究方向!涌出了大量不同的齿轮裂纹时变啮合刚度的计算方法"##

(准确地计算齿轮

裂纹时变的啮合刚度!对模拟传动系统齿轮裂纹故障的动力学特性意义重大(

获取齿轮时变啮合刚度的方法主要有解析法$如势能法(石川法%(有限元法(实验法等!文章以正常

及含齿根裂纹的渐开线直齿圆柱齿轮为研究对象!在相同条件下!忽略轴(轴承引起的刚度效应!同时考虑

齿轮的轮体刚度效应!使用目前齿轮时变啮合刚度计算方法中普遍使用的势能法(有限元法和石川法 ! 种

方法计算时变啮合刚度!并对这 !种方法的优劣进行对比分析研究(

=>势能法

目前!势能法是解析法中计算时变啮合刚度应用最广的方法之一(&6/! 年!PD̂DI等"/#提出使用势能

原理研究齿轮的受载情况'&60+年!bF4N和 <.4

""#将齿轮模型假设为悬臂梁模型!考虑赫兹接触效应(弯

曲效应和轴向压缩效应!利用势能原理确定了正常齿的时变啮合刚度'7.F4

"+#在 bF4N

""#的基础上考虑剪

切效应!将解析模型进一步完善'PS 等"0#假设齿轮为变悬臂梁且固定于基圆上!忽略基圆与齿根圆之间

的势能(在裂纹研究上!CLFFI.等"6#和 H-LFKKD, 等"&%#提出了裂纹在齿根位置沿直线扩展的解析模型'

CLD4和 ULF-

"&&#假设裂纹在齿根沿齿宽和齿厚方向同时传播!植入早期故障裂纹解析模型!研究了裂纹扩

展路径对时变啮合刚度的影响特性规律'张玲玉等"&$#和万志国等"&!#考虑了齿根圆和基圆不重合情况!改

进变截面悬臂梁模型'HF等"&##

!<.等"&/#和ASF4NRS等"&"#提出多种不同裂纹扩展解析模型!进一步完善了

解析模型(

=(=>势能原理

悬臂梁模型如图 &所示(根据文献"&&#!在分析计算直齿轮正常齿时!在啮合力>的作用下!F点啮合

线处的齿形变形需要考虑 !个影响因素&$&%赫兹接触引起的局部刚度 C

L

' $$%齿轮齿的基本挠度!包括

弯曲刚度C

^

!剪切刚度C

J

和轴向压缩刚度C

F

' $!%齿轮基础体的柔性引起的挠度C

R
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式中&2为载荷作用点沿齿高方向的距离'

"

&

为压力角'/为载荷作用点沿齿宽方向的距离'O为杨氏弹性

模量' D

Q

!I

Q

分别为截面积惯性矩和积分截面积!对于不含裂纹的轮齿! D

Q

!I

Q

按照整个齿形积分! D

Q

#

&

&$

/

Q

,
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( ) N'9为剪切模量!9

#

O

$ &

,

L( )
'L为泊松比'N为齿宽'

/

R

为齿轮基础体受

载荷产生的变形(

综合时变啮合刚度可以表示为

C
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式中& C

^

&

!C

^

$

为主动轮和从动轮的弯曲刚度' C

J

&

!C

J

$

为主动轮和从动轮的剪切刚度' C

F

&

!C

F

$

为主动轮和

从动轮的轴向压缩刚度' C

R

&

!C

R

$

为主动轮和从动轮的齿轮基础体产生的挠度(

图 &'悬臂梁模型

在对直齿轮的裂纹分析中!假设裂纹为贯穿齿宽裂纹!且裂纹深度保持不变(根据文献"&&#可知&植入

的裂纹只对D

Q

!I

Q

产生影响!且随着裂纹的植入!截面积惯性矩和积分截面会发生相应的变化!从而会影响

其弯曲刚度(剪切刚度和轴向压缩刚度!而接触刚度和齿轮体引起的偏转挠度不变(

D

Q

!I

Q

的计算如下&
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式中& /

Q

为齿廓线上的点到中心线的距离'N为齿宽' /

W

为裂纹尖端到中心线的距离! /

W

#
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分别为裂纹深度和裂纹初始倾角%(

含裂纹齿的综合时变啮合刚度计算同式$&%(

=(?>案例分析

选取齿轮的主动轮和从动轮均以右工作面作为工作面!以主动轮转动角度为判断依据(主动轮和从动

轮的计算参数&齿数M

k

!%!模数 :

k

! KK!齿宽 N

k

!% KK!变位系数为 %!压力角
"

&

k

$%p!弹性模量 O

k

$(%"0 # :;F!泊松比L

k

%(!!转矩;

k

$%% 9-K!摩擦系数为 %(%/(

#"
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在忽略齿面形状(几何误差的情况下!通过势能法计算正常齿单个啮合周期内的啮合刚度!所得的综

合时变啮合刚度曲线如图 $所示(

对主动轮植入尺寸为裂纹深度7

%

k

%(/ KK! 裂纹初始倾角
"

3

k

!!p的张开型齿根贯穿裂纹!并通过式

$&%计算综合时变啮合刚度如图 !所示!图 !中啮合角度根据主动轮的转动角度进行绘制(

图 $'势能法正常齿综合时变啮合刚度曲线 图 !'势能法含裂纹综合时变啮合刚度曲线

由图 !可知&植入裂纹后的齿轮啮合刚度明显下降!同时!随着啮合角度的不断增大!含裂纹齿的啮合

刚度与正常齿的啮合刚度的变化幅值有着缓慢增大的趋势(在裂纹齿进入啮合时的啮合刚度趋势的变化

较小!在退出啮合时啮合刚度的变化幅度较大!这是由于在齿顶圆位置处弹性较大导致的(含裂纹齿与正

常齿之间的时变啮合刚度相对变化幅值区间为 %($&hc&(6&h(

?>有限元法

考虑整个啮合齿轮副的影响!$%%&年!A-\FI,等"&+#基于线弹性断裂力学假设提出二维平面应变单元

构建裂纹齿有限元模型(在此基础上!考虑轮齿延迟接触效应!PF4N

"&0#提出了基于弹塑性断裂力学的裂纹

齿有限元模型!研究齿根裂纹对啮合刚度的影响规律'HF等"&6#研究不同裂纹深度和齿根裂纹衰减效应对

'图 #'齿轮扭转与横向运动耦合关系

轮体刚度的影响'CLFFI.等"6#和 @-SFI.等"$%#通过对裂纹齿有限元模型

施加线性集中力!研究了不同裂纹参数对啮合刚度的影响规律(

?(=>有限元法原理

由文献"&+#可知&在微小角位移的情况下!齿轮的扭转与横向运动

存在耦合关系(齿轮扭转与横向运动耦合关系如图 # 所示!通过法向接

触力作用于主动轮基圆处的啮合线作用方向上!使得两者之间存在转

换关系!因此可以将扭转啮合刚度转换为线性啮合刚度!且线性啮合刚

度C

K

的表达式为

C

K

#

;A&

^

&

&

^

&

'0

#

;

&

K

&

$

'0

)

式中&;为施加在轴孔处的转矩'Y

K

&

为主动轮的基圆半径'

'0

为齿轮啮合过程中的角位移变化量(

'图 /'有限元啮合模型

?(?>案例分析

根据文献"&+#所示的有限元方法计算 &($ 节中所示

参数的直齿轮综合时变啮合刚度!齿轮副的啮合接触分析

模型如图 /所示(在标有)7-IWSD*的内孔面的齿轮$主动

轮%施加扭矩!计算小齿轮的旋转(从动齿轮受到约束!即

在图 /中的)?.eD,*表面没有刚体转动!但在这个表面上

/"
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的点$以及在施加扭矩的小齿轮表面标有)7-IWSD*的啮合位置处的点%会发生弹性变形(

在忽略齿面几何误差的情况下!对不含裂纹的齿轮进行非线性啮合接触分析!以主动轮旋转角度为判

断依据!正常齿 !个啮合周期内的综合时变啮合刚度曲线如图 "所示(

图 "'有限元法正常齿综合时变啮合刚度曲线

在主动轮齿根圆与基圆附近植入贯穿式裂纹$裂纹深度7

%

k

%(/ KK! 裂纹初始倾角
"

3

k

!!p%!裂纹齿

模型如图 +所示(植入裂纹后的综合时变啮合刚度曲线如图 0所示(

图 +'裂纹齿模型 图 0'有限元法含裂纹综合时变啮合刚度曲线

由图 0可知&在植入裂纹后!有限元法计算得出的啮合刚度曲线有明显下降的趋势!且啮合位置在齿

顶圆附近即啮出点位置时!啮合刚度的下降趋势较啮入位置时$齿根附近%更明显!且变化幅值区间为

%(#%hc&(%+h!同时在齿轮单齿啮合区域内!含裂纹齿的啮合刚度下降幅度较多齿啮合区域内要大!且单

齿啮合区域内!啮合刚度下降幅值区间为 %(+!hc&(+/h(

@>石川法

@(=>石川法原理

石川公式是一种应用广泛的材料力学解析法!石川公式将轮齿简化为由一个梯形与矩形组成的悬臂

梁!矩形的长为齿轮轮齿的危险截面!危险截面的确定方法一般有 <D\.J抛物线法(!%p切线法等!石川公

式中的危险截面采用的是 !%p切线法(一个轮齿在载荷作用点沿啮合线方向的变形量
/

可以表示为

/

#

/

^I

,

/

^E

,

/

J

,

/

:

)

式中&

/

^I

为长方形部分的弯曲变形量'

/

^E

为梯形部分的变形量'

/

J

为剪切力产生的变形量'

/

:

为基础部

""
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'图 6'石川法简化模型

分倾斜产生的变形量(

当一对轮齿啮合时!还会由于接触而产生赫兹接触变形!各个

轮齿在载荷作用点沿啮合线方向的变形量之和
/

$

为

/

$

#

/

&

,

/

$

,

/

]Q

)

式中&

/

&

!

/

$

分别为 $ 个轮齿的变形量!详细计算参数含义见文献

"$&

*

$$#'

/

]Q

为接触变形量(

石川法的简化模型见图 6!假设一对齿轮在分度圆节点上均匀

接触时!其啮合刚度计算公式为

.

4

#

>

4

/

$

)

式中& >

4

为法向啮合力(

@(?>案例分析

''在忽略齿面几何误差的情况下!对不含裂纹的齿轮进行非线性啮合接触分析!以主动轮旋转角度为判

断依据!绘制正常齿单个啮合周期内的综合时变啮合刚度曲线如图 &%所示(

图 &%'石川法正常齿综合时变啮合刚度曲线

A>对比分析

分别采用势能法(石川法和有限元法求 &($ 节中齿轮在转矩 $%% 9-K时的平均啮合刚度!并与

=Um"!!"

*

&法"$&#计算所得的平均啮合刚度进行对比!以=Um"!!"

*

& 法所得结果为参考值进行相对误差

分析!结果如表 &所示(

表 &'平均啮合刚度计算结果对比

算法 平均啮合刚度1$91KK% 相对误差1h

=Um"!!"

*

&法 !(6!V

n

%0 %(%%

势能法 !(0&V

n

%0 !($&

石川法 !(60V

n

%0 &(&/

有限元法 !(#+V

n

%0 &!($#

由表 &可知&=Um"!!"

*

&法与势能法(石川法的结果较为接近(由于石川法(势能法和 =Um"!!"

*

& 法

均是在没有误差的一对齿相啮合时求得的刚度!=Um"!!"

*

& 法的变形量为韦伯*班纳斯切克公式和石川

公式计算的平均值得到"$!#

!因此!=Um"!!"

*

&法得到的刚度值近似等于势能法和石川法得到的时变啮合

刚度曲线变化的最大值!同时=Um"!!"

*

&法的结果大致与综合时变啮合刚度C

D

的平均值相等(

+"
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有限元法在分析过程中!在边界条件和网格精度满足时!其结果准确性高(有限元法分析过程中会考

虑载荷在啮合过程中的动态变化和沿啮合线位置分布的非均匀变化!此时接触面上的力为沿接触线的分

布力!这与实际工况中齿面接触形式更符合(同时!有限元法分析时会考虑齿轮轮毂的变形量和轮体偏转

引起的位移量!能够更全面地考虑这部分变化引起的刚度效应!轮齿在实际接触过程中存在齿面摩擦力!

有限元法能够更全面地考虑齿面接触过程中由于摩擦力等因素引起的非线性变化(以材料力学原理为基

础的石川法和势能法!等效为悬臂梁的过程中使用很多近似以及部分刚体假设的影响!导致需要用弹性力

学偏微分方程求解的问题简化成了用微分方程和代数方程求解!且无形中将非均匀分布载荷化简成了集

中力和弯矩的影响!从而导致石川法和势能法的结果和实际结果误差大!也正因为如此!有限元法所考虑

的刚度效应比石川法和势能法多!因此!综合时变啮合刚度数值较小!但结果更接近于实际工况结果(

在主动轮齿根圆与基圆附近植入相同贯穿式裂纹$裂纹深度7

%

k

%(/ KK! 裂纹初始倾角
"

3

k

!!p%!对

势能法(石川法和有限元法计算所得到的时变刚度曲线进行对比!结果如图 && 所示!图 && 中啮合角在

%pc0p和 &$(%pc&6(0p区域属于双齿啮合区域!啮合角在 0pc&$p属于单齿啮合区域(

图 &&'综合时变啮合刚度曲线对比

由图 &&可知&势能法(石川法和有限元法在双齿啮合区域内的计算结果存在明显差异(势能法计算结

果值最大!石川法次之!有限元法最小'势能法与石川法的计算结果呈现出先上升后下降的趋势!而有限元

法的计算结果上升趋势呈现出区域稳定!无明显变化(单齿啮合区域内的计算结果差异相对变小!石川法

的计算结果值最大!势能法次之!有限元法最小(当齿轮啮合点啮入啮出时!即位于主动轮齿顶圆位置处

时!会由于齿顶位置处弹性能较齿根圆处时较大!会导致接触点的变形量出现突变!从而啮合刚度在接近

啮出点时出现突变(

有限元法单齿啮合区域的啮合时间略大于势能法与石川法!而多齿啮合区域的啮合时间略小于此 $

种方法(原因在于齿轮在真实接触过程中!啮合齿轮对之间产生的是非线性接触行为!在有限元法中!考虑

了啮合点位处啮合力的非线性变化!而解析法中将法向啮合力考虑为线性变化(对于有限元法!在单齿啮

合区域内处于高载荷接触区域!此时由于负载的增加使得啮合时间存在相对的延长!而在多齿啮合区域内

处于低载荷区!这种由于载荷而出现的非线性变化规律会延长下一对啮合齿在高载荷下进入啮合的时间

和前一对齿退出啮合的时间!但是在势能法与石川法中!由于将载荷变化考虑为线性变化规律!会忽略此

效应!因此出现有限元法单(双齿的啮合时间与势能法(石川法的差异(

势能法与石川法计算所得的时变啮合刚度!在单齿啮合区域内有良好的一致性!而在多齿啮合区域内

存在一定的相对误差!误差变化幅值在 #hc/h(这是由于在解析法简化成为悬臂梁的过程中!势能法的

计算齿廓采用的是理论齿廓!而石川法将齿根圆部分当量化为长方形!将齿顶圆至齿根圆部分当量化为梯

形!这会导致石川法当量化成长方形部分的变形量要大于理论齿廓时引起的变形量!从而导致初始啮入时

0"



第 #期 周浩!等&几种典型齿轮时变啮合刚度计算方法对比

刻$图 &&中的 %pc0p范围%石川法所得的啮合刚度要小于势能法所求的啮合刚度(而石川法在进入当量化

为梯形啮合区域内时!此时当量梯形与理论齿廓大小存在的误差较小$图 && 中的 0pc&$p范围%!因此!单

齿啮合区域内势能法的啮合刚度与石川法所求的啮合刚度存在较好的一致性(石川法在退出梯形啮合区

域范围内时!此时当量化为梯形部分的变形量要大于理论轮廓引起的变形量!因此!会导致此区域内$图

&&中的 &$(%pc&6(0p范围%的啮合刚度要小于势能法所求的啮合刚度(

当引入裂纹后!势能法与有限元法计算所得的裂纹状态啮合刚度均低于正常状态啮合刚度!这与现有

文献中所叙述的结果一致"6!&&#

!而且在主动轮的裂纹齿退出啮合时!裂纹的刚度变化较大!与预期结果相

符!因为在齿廓上!与基圆位置相比!齿顶圆位置处的弹性相对较大(势能法计算的裂纹状态与正常状态啮

合刚度的变化幅值为 %($&hc&(6&h!而有限元的变化幅值为 %(#%hc&(%+h(

从计算用时来看!有限元法的计算用时大大超过势能法与石川法(引入裂纹时!有限元法的计算时间

为 !% K.4!而势能法与石川法计算时间约为 $ K.4!但是有限元法更能适用于多种复杂裂纹结构下的啮合

刚度的计算(

B>结论

&%有限元法在计算时通常是最为真实和准确的结果!但是消耗的时间较长(当齿轮传动系统结构简

单!且时变啮合刚度的精度为敏感值时!应该采用有限元法(同时当齿轮含有微小裂纹时!在满足足够网格

密度的情况下!对啮合刚度的精度和数量级较为敏感且着重考虑不同裂纹类型参数$贯穿式或抛物线半

贯穿式%对啮合刚度的敏感值时!可优先使用有限元法计算啮合刚度!当涉及分析复杂齿轮如锥齿轮(斜

齿轮等情况时!在优先考虑数量级和精度的情况下!可以优先采用有限元法(

$%势能法和石川法由于其计算效率高!当前仍然是计算时变啮合刚度的重要方法(当啮合刚度涉及含

有简单裂纹或多级齿轮传动!结构复杂的情况且忽略齿尖效应!在保证时变啮合刚度精度值的情况下!可

以优先采用势能法进行计算(

!%石川法和势能法均属于材料力学范畴!但在计算过程中!石川法将齿轮当量化为矩形和梯形的组

合!势能法则是根据齿轮实际齿廓线进行计算(对石川法而言!考虑齿根裂纹时!直齿轮齿根当量化为矩形

部分的变形量会由于石川公式本身采用当量化思想的原因!实际齿廓线上的裂纹需要在矩形上重新进行

当量化!此时石川公式中获取当量化后的裂纹表征公式要比势能法中采用实际齿廓线植入裂纹的公式难

度要大很多!且误差会由于当量化过程中的简化而无形中增大!因此!很少有学者通过石川法计算含齿根

裂纹的时变啮合刚度(
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