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摘　要：针对具有互异节点的非线性耦合复杂网络的同步问题，基于稳定性和矩阵理论，采用补偿控制，通过低维线性矩
阵不等式（ＬＭＩｓ）给出了所提出的网络同步的充分条件．并且把结论推广到具有相似节点的非线性复杂网络的同步问题．最
后，给出的数值实例表明了所提出的控制方案的有效性．
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　　在过去的几十年中，许多研究人员越来越关注

复杂网络在许多领域的应用，如通信安全，物理，生

物，化学，人类社会，等等．复杂网络中的同步问题，

因为可以解释现实世界的许多现象，从而得到了更

多的关注．许多现有的研究结果认为，在一个复杂的

网络中，每个节点具有相同的动态．关于相似节点的

这个假设，使得分析网络更容易．具有相同节点的复

杂网络同步方案，已经有人进行了一些研究［１－２］．然

而，研究具有互异节点的复杂网络的同步控制，也是

必要的，因为现有的关于具有相同节点的相关理论

将不再起作用．目前已经发表的一些成果中，讨论具

有互异节点的复杂网络同步的研究并不多见．假设

网络所有节点可分为一些区，并且在同一个区中的

节点具有相同的动态，在这种假设下，研究了具有互

异节点复杂网络的聚类同步［３－４］．在一些研究中，推

广了主稳定函数方法，并基于解决一系列低维矩阵

不等式和标量不平等问题，对具有互异节点复杂网

络的渐近同步进行了讨论［５］；他们还基于多 Ｖ－

Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法讨论了具有互异节点的复杂网络的

稳定性［６］；研究了具有互异节点时滞动态复杂网络

的指 数 同 步［７］；基 于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ－

Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛方法，得到了具有互异节点的不确定时

滞动态复杂网络的一致性［８］；结合自适应脉冲方

案，对具有互异节点和随机扰动的复杂网络的全局

指数同步进行了研究［９］．

另一方面，大多数现有的著作都假设，复杂网络

节点的状态变量是线性耦合的，但在许多实际情况

下，这是不可能的，很少有著作研究非线性耦合网

络，通过将非线性耦合函数投影为线性，给出了非线

性耦合的复杂网络同步的一些准则［１０］，采用分散式

自适应控制器，研究了非线性耦合节点的复杂时滞

动态网络的同步［１１］，利用微分方程的不变性原理，

对非线性耦合动态网络的同步条件进行了研究［１２］．

但是，所有的节点都被认为是在相同的或相同的几

个区．

出于上述的讨论，但采用不同的形式，研究同时

具有非线性耦合拓扑结构和互异节点的复杂网络的

同步．通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和不等式技巧，考
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虑外耦合矩阵的对称性，受比较原理启发，在一些低

维线性矩阵不等式形式下，得到了一些准则，然后在

２种特殊的情况下推广了获得的结论，发现对所提

出的网络同步的外耦合矩阵的效应取决于其对角元

素，而不是所有的元素．

在本文的符号中，用Ｉ表示适当阶的单位矩阵，

矩阵Ａ（向量ｖ）的转置表示为ＡＴ（ｖＴ），Ａ＞０（Ａ＜

０）表示矩阵Ａ是正（负）定的．

１　问题的提出和预备知识

考虑一类具有互异节点的非线性耦合复杂网

络．第ｉ个节点可以由以下微分方程描述

ｘ·ｉ＝Ａｉｘｉ（ｔ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊΓｇ（ｘｊ（ｔ）），ｉ＝１，２，…，Ｎ． （１）

式中，ｘ·ｉ（ｔ）＝（ｘｉ１（ｔ），ｘｉ２（ｔ），…，ｘｉｎ（ｔ））
Ｔ∈ Ｒｎ

是在时间ｔ第ｉ个节点的状态向量；Ｎ是一个整数，

表示节点的数目；耦合函数 ｇ：Ｒｎ→ Ｒｎ都是连续可

微的非线性函数．在本文中，总是假设 ｇ≠０．Γ＝

ｄｉａｇ（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ），ｒｉ≥０，１≤ｉ≤ｎ，表示内耦合矩

阵．在式（１）中，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ表示外耦合矩阵，为对

称矩阵，其元素含义：如果有从节点 ｉ到 ｊ节点的连

接（ｉ≠ｊ），ｂｉｊ＞０；否则ｂｉｊ＝０（ｉ≠ｊ）．Ｂ的对角线

上的元素被定义为ｂｉｉ＝－∑
ｉ≠ｊ
ｂｉｊ．

在本文中，选择参考节点作为所有孤立节点的

平均状态，即

ｓ· ＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
Ａｉｓ（ｔ）

Ｎ ＝Ａｓ（ｔ）

这里，Ａ＝１Ｎ（∑
Ｎ

ｉ＝１
Ａｉ），可以定义误差变量ｅｉ＝ｘｉ－

ｓ，ｉ＝１，２，…，Ｎ．

定义 １　复杂网络动态网络被认为是同步

的，若

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅｉ（ｔ）‖ ＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ，

这意味着网络中的节点都与参照动态状态ｓ是完全

同步的．

这里的目的是为网络式（１）设计控制器，实现

同步．式（１）的控制网络可以写为

ｘ·ｉ＝Ａｉｘｉ（ｔ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊΓｇ（ｘｊ（ｔ））＋ｕｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ． （２）

式中，ｇ（ｘｊ）＝（ｇ１（ｘｊ），ｇ２（ｘｊ），…，ｇｎ（ｘｊ））
Ｔ，ｇｋ：Ｒ

ｎ

→Ｒ，ｋ＝１，２，…，ｎ．

引理１　如果 Ｘ和 Ｙ是相同维数的实向量，

那么

２ＸＴＹ＝ＸＴＹ＋ＹＴＸ≤ＸＴＸ＋ＹＴＹ．

证明　根据‖Ｘ－Ｙ‖２≥０，引理１的结果很

容易推导．

引理２［２６］（Ｓｃｈｕｒｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ）　若Ａ，Ｂ，Ｃ是适

当维数的矩阵，那么下面的不等式是等价的：

１）
Ａ Ｂ

ＢＴ[ ]Ｃ
＜０；

２）Ａ＜０且Ｃ－ＢＴＡ－１Ｂ＜０；

３）Ｃ＜０且Ａ－ＢＣ－１ＢＴ ＜０．

记ｇ关于ｘｉ的雅可比矩阵为

Ｄｇ
Ｄｘｉ
＝

ｇ１
ｘｉ１

ｇ１
ｘｉ２

…
ｇ１
ｘｉｎ

ｇ２
ｘｉ１

ｇ２
ｘｉ２

…
ｇ２
ｘｉｎ

   

ｇｎ
ｘｉ１

ｇｎ
ｘｉ２

…
ｇｎ
ｘ





















ｉｎ

，

从而

（
Ｄｇ
Ｄｘｉ
）ＴΓ＝

ｒ１
ｇ１
ｘｉ１

ｒ２
ｇ２
ｘｉ１

… ｒｎ
ｇｎ
ｘｉ１

ｒ１
ｇ１
ｘｉ２

ｒ２
ｇ２
ｘｉ２

… ｒｎ
ｇｎ
ｘｉ２

   

ｒ１
ｇ１
ｘｉｎ

ｒ２
ｇ２
ｘｉｎ

… ｒｎ
ｇｎ
ｘ





















ｉｎ

Ｇｉ，

记Ｇｉ的最大奇异值为σｉ．显然，对ｇ≠０有σｉ＞０．

２　主要结果

在本节中，讨论了具有互异节点的非线性耦合

复杂网络的渐近同步，并给出网络同步的判据．

式（２）的误差网络是

ｅ·ｉ ＝Ａｉｅｉ（ｔ）＋（Ａ－Ａｉ）ｓ＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊΓ［ｇ（ｘｊ（ｔ））－

ｇ（ｓ（ｔ））］＋ｕｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ． （３）

令

ｕｉ＝－（Ａｉ－Ａ）ｓ． （４）

０７



则受控误差网络式（４）可改写为

ｅ·ｉ＝Ａｉｅｉ（ｔ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊΓ［ｇ（ｘｊ（ｔ））－ｇ（ｓ（ｔ））］，ｉ＝１，

２，…，Ｎ． （５）

定理１　如果存在正定矩阵 Ｐｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ，

满足

ＰｉＡｉ＋Ａ
Ｔ
ｉＰｉ ２ｂｉｉ σ槡 ｉＰｉ

２ｂｉｉ σ槡 ｉＰｉ ２ｂｉｉσｉ







Ｉ
＜０． （６）

则复杂网络式（２）在控制方案式（４）下实现

同步．

证明　选择Ｌｙａｐｕｎｏｖ候选函数

Ｖ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）Ｐｉｅｉ（ｔ），

对Ｖ（ｔ）沿式（５）求关于时间的导数，得到

Ｖ·（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｅＴｉ（ｔ）Ｐｉｅ

·

ｉ（ｔ）＋ｅ
·Ｔ
ｉ（ｔ）Ｐｉｅｉ（ｔ））＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ）ｅｉ（ｔ）＋∑

Ｎ

ｉ＝１
［ｅＴｉ（ｔ）Ｐｉ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊΓ（ｇ（ｘｊ（ｔ））－

ｇ（ｓ（ｔ）））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｇ（ｘｊ（ｔ））－ｇ（ｓ（ｔ）））

ＴΓＰｉｅｉ（ｔ）］≤

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ）ｅｉ（ｔ）＋∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ［ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）ＰｉΓ（

Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ（ｔ））＋

（
Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ（ｔ））
ＴΓＰｉｅｉ（ｔ）］≤∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ）ｅｉ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）ＰｉＰｉｅｉ（ｔ）＋（

Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ（ｔ））
ＴΓΓ（

Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ（ｔ）））．

由于ｂｉｊ≥０（ｉ≠ｊ），所以下面的不等式成立

Ｖ·（ｘ（ｔ））≤∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ）ｅｉ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）ＰｉＰｉｅｉ（ｔ）＋（

Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ（ｔ））
ＴΓΓ（

Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ（ｔ））－

２ｂｉｉ（ｅ
Ｔ
ｉ（ｔ）ＰｉＰｉｅｉ（ｔ）＋（

Ｄｇ（ηｉ）
Ｄｘｉ

ｅｉ（ｔ））
ＴΓΓ（

Ｄｇ（ηｉ）
Ｄｘｉ

ｅｉ（ｔ）））．

这里，ηｊ＝ｓ＋βｊ（ｘｊ－ｓ），βｊ∈［０，１］．

注意到∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ＝０，得到

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊｅ

Ｔ
ｉＰｉＰｉｅｉ＝０，

由于矩阵Ｂ是对称的，故∑
Ｎ

ｉ＝１
ｂｉｊ＝０，于是有

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（
Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ）
ＴΓΓ（

Ｄｇ（ηｊ）
Ｄｘｊ

ｅｊ＝０．

从式（６）和引理２，有

Ｖ·（ｔ）≤∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ）ｅｉ（ｔ）－２ｂｉｉ（ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）ＰｉＰｉｅｉ（ｔ）＋

（
Ｄｇ（ηｉ）
Ｄｘｉ

ｅｉ（ｔ））
ＴΓΓ（

Ｄｇ（ηｉ）
Ｄｘｉ

ｅｉ（ｔ）））＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋

ＡＴｉＰｉ－２ｂｉｉＰ
２
ｉ）ｅｉ（ｔ）－２ｂｉｉｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｇ

Ｔ
ｉＧｉｅｉ（ｔ）≤

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ－２ｂｉｉＰ

２
ｉ）ｅｉ（ｔ）－２ｂｉｉσｉｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ）

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）［ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ－２ｂｉｉＰ

２
ｉ－２ｂｉｉσｉＩ］ｅｉ（ｔ）＜０．

这就得到了误差系统式（５）的渐近稳定性，进而受

控复杂网络式（２）达到同步．
如果Ａｉ＝Ａ，那么复杂网络式（１）成为如下的

具有相同节点的网络：

ｘ·ｉ＝Ａｘｉ（ｔ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊΓｇ（ｘｊ（ｔ）），ｉ＝１，２，…，Ｎ． （７）

从定理１，很容易得出以下推论．

推论１　若

ＰｉＡ＋Ａ
ＴＰｉ ２ｂｉｉ σ槡 ｉＰｉ

２ｂｉｉ σ槡 ｉＰｉ ２ｂｉｉσｉ







Ｉ
＜０． （８）

则复杂网络式（７）可以实现同步．

现在，假设非线性函数ｇ具有如下形式：
ｇ（ｘｊ）＝（ｇ１（ｘ

１
ｊ），ｇ２（ｘ

２
ｊ），…，ｇｎ（ｘ

ｎ
ｊ））

Ｔ，ｇｋ：Ｒ→Ｒ，ｋ
＝１，２，…，ｎ． （９）

则
Ｄｇ
Ｄｘｉ
＝ｄｉａｇ（

ｄｇ１
ｄｘｉ１
，
ｄｇ２
ｄｘｉ２
，…，

ｄｇｎ
ｄｘｉｎ
）是对角矩阵，因此

Ｇｉ＝（
Ｄｇ
Ｄｘｉ
）ＴΓ＝ｄｉａｇ（ｒ１

ｄｇ１
ｄｘｉ１
，ｒ２
ｄｇ２
ｄｘｉ２
，…，ｒｎ

ｄｇｎ
ｄｘｉｎ
）．

推论２　假设在复杂网络式（１）中的非线性函
数ｇ被定义为式（９），且ｇｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ是有界的，

即存在常数 ｌｉ，使得 ｇ·ｉ≤ ｌｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，则复

杂网络式（２）控制方案式（４）下实现同步．

ＰｉＡｉ＋Ａ
Ｔ
ｉＰｉ－２ｂｉｉ（ｄｉａｇ（ｒ

２
１ｌ
２
１，ｒ
２
２ｌ
２
２，…，ｒ

２
ｎｌ
２
ｎ） ２ｂｉｉＰｉ

２ｂｉｉＰｉ ２ｂｉｉ
( )Ｉ ＜０．

（１０）
证明　与定理１相同，选择Ｌｙａｐｕｎｏｖ候选函数

Ｖ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）Ｐｉｅｉ（ｔ），

从式（１０）和引理２，有

Ｖ·（ｘ（ｔ）≤∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋Ａ

Ｔ
ｉＰｉ）ｅｉ（ｔ）－２ｂｉｉ（ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）ＰｉＰｉｅｉ（ｔ）＋

（
Ｄｇ（ηｉ）
Ｄｘｉ

ｅｉ（ｔ））
ＴΓΓ（

Ｄｇ（ηｉ）
Ｄｘｉ

ｅｉ（ｔ）））＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（ＰｉＡｉ＋

１７



ＡＴｉＰｉ）ｅｉ（ｔ）－２ｂｉｉ（ｅ
Ｔ
ｉ（ｔ）ＰｉＰｉｅｉ（ｔ）＋ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｇ

Ｔ
ｉＧｉｅｉ（ｔ）））≤
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因此，受控复杂网络式（２）达到同步．

备注１如果ｇ（ｘ）＝ｘ，那么复杂网络式（２）成

为一个线性网络，推论２中的结果也成立．

３　数值仿真

考虑以下具有对称耦合矩阵的动态网络
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可以得出σｉ＜６，ｉ＝１，２，３，可以选择Ｐ＝Ｉ，

是线性矩阵不等式（６）成立．根据定理１，可知，复杂

网络式（１）可以在控制器式（４）的条件下同步．仿真

中，选择了一个具有３个不同动态的二维节点的复

杂网络，并且节点间的内部耦合函数是非线性的，从

图中可以看出，２个分量都很迅速的达到了同步．仿

真结果如图１和图２所示．

图１　第一个分量的同步偏差

Ｆｉｇ．１Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

图２　第二个分量的同步偏差

Ｆｉｇ．２Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

４　结论

对具有互异节点的非线性耦合复杂网络的同步

进行了研究．利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和不等式技

巧，在分散补偿控制的条件下通过低维线性矩阵不

等式（ＬＭＩｓ）得到了所给网络同步的充分条件．并且

把结论推广到了具有相似节点的非线性复杂网络的

同步问题．发现外耦合矩阵对所提出的网络同步的

影响取决于其对角元素，而不是所有的元素．仿真实

例说明了所提出的同步方案的可行性和有效性．
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