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航空瞬变电磁一维正演的连分式算法研究 ①
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摘　要：针对快速Ｈａｎｋｅｌ变换精度不高的问题，改进了连分式算法，使之能够计算余弦变换，并与快速汉克尔变换算法作
了比较，结果表明：无论是计算积分收敛或核函数快速衰减的余弦变换，还是计算核函数震荡增加的发散型 Ｈａｎｋｅｌ积分时，
连分式算法都具有精度高、计算稳定的特点，而滤波法计算核函数震荡增加的发散型Ｈａｎｋｅｌ积分的误差较大．最后，把连分式
算法应用于航空瞬变电磁一维正演模拟计算，得到了满意的瞬变响应，其计算精度、速度和稳定性很好，为瞬变电磁模拟计算

提供了一种新的计算方法．
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　　在瞬变电磁场理论计算中，磁场值是与观测参数
感应电动势密切相关的物理量，磁场分量的高精度数

值求解是瞬变电磁法正演研究和反演解释的重要一

环，其在一维理论计算式中往往表现为 Ｈａｎｋｅｌ积分
或变换形式［１］．以中心回线瞬变电磁２．５维有限元数
值模拟为例，矩形线源在背景模型上产生的垂直磁场

分量Ｈｚ求解中，目前应用较多的一个方法是将其化
为拉氏傅氏域下的一个余弦变换，对该余弦变换进行

求解之后，需进行反傅氏变换（可转换为余弦变换），

完成之后可用数值微分求解感应电动势．在以上过程
中，计算的积累误差会对最终结果产生严重影响，特

别是２次余弦变换的误差不容忽视．
余弦变换是Ｈａｎｋｅｌ变换的一种特例，属于高震

荡函数积分．在震荡因子ｋ很大时，余弦变换的精确
数值计算会变得非常困难，原因是 ｓｉｎ（ｋｘ）或
ｃｏｓ（ｋｘ）函数值震荡得很强烈，用一般的直接数值
积分公式去计算不易得到需要的数值精度［２］．考虑
到余弦变换的强震荡性，国内外学者提出了各种计

算方法，如 Ｆｉｌｏｎ方法［３］、折线逼近法［４］、复积分

法［５］以及数字滤波法［６］等．Ｆｉｌｏｎ方法是一种较早的
直接数值求积方法，一般分段越多，精度越高，在达

到相同精度的计算时，计算量随着 ｋ的增大会明显
增加，目前已经较少直接应用；折线逼近法利用分段

插值函数近似原函数，然后在每一分段内进行数值

求积，理论上逼近精度可以足够高，但逼近步长很难

控制，须视核函数的实际情况处理．现在地球物理电
磁法中常用的是基于线性卷积理论的数字滤波法

（ＤｉｇｉｔａｌＦｉｌｔｅｒ），又称为快速汉克尔变换 （Ｆａｓｔ
ＨａｎｋｅｌＴｒａｎｓｆｏｒｍ），该法首先由 Ｇｈｏｓｈ于１９７１年引
入地球物理电法勘探正演计算［７］，之后得到了许多

改进和应用，并已经成为地球物理中汉克尔变换计

算的主要方法．线性滤波法一般在低频时或积分核
快速收敛时具有速度快、精度高的优点，但在高频场

的计算，因核函数的震荡性，计算结果会有较大的误

差，特别是在积分核不收敛时，往往得不到正确的结

果；Ｃｈａｖｅ（１９８３）用连分式算法 （ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ－
ｆｒａｃｔｉｏｎ）高精度地计算了整数阶第一类贝赛尔函数
的汉克尔变换［８］，弥补了前者的不足．Ａｎｄｅｒｓｏｎ
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（１９８９）结合数字滤波法和 Ｃｈａｖｅ－连分式算法，在
低频时采用数字滤波，而在高频时采用 Ｃｈａｖｅ－连
分式算法，以保证计算的速度及精度［９］．

基于上述原因，本文以 Ｃｈａｖｅ连分式算法为基
础，将其修改使之能直接计算余弦变换，目的是在比

较大的震荡因子范围内（即 ｋ值范围）计算余弦变
换，研究该算法计算余弦变换的精度及速度，进而分

析其在航空瞬变电磁法一维正演计算的效果，并与

滤波法结果作了比较．

１　理论
Ｈａｎｋｅｌ变换（Ｈａｎｋｅｌｔｒａｎｓｆｏｒｍ）的标准形式一

般可写为

ｆ（ｋ）＝∫
＋∞

０
ｘ·ｆ（ｘ）·Ｊｖ（ｋｘ）ｄｘ． （１）

式中，Ｊｖ（ｋｘ）是ｖ阶第一类Ｂｅｓｓｅｌ函数，ｖ为实数且
ｖ＞－１．ｘｆ（ｘ）称为核函数．余弦变换（Ｃｏｓｉｎｅ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）的形式为

ｆｃ（ｋ）＝∫
＋∞

０
ｇ（ｘ）ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｘ． （２）

根据关系式［１０］

Ｊ－１２（ｘ）＝
２
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ｍ＝０

（－１）ｍ
（２ｍ）！ｘ

２ｍ ＝ ２
π槡ｘｃｏｓ（ｘ）． （３）

可将上述余弦变换化为含 －１／２阶第一类 Ｂｅｓｓｅｌ函
数的Ｈａｎｋｅｌ变换形式：

Ｆｃ（ｋ）＝
πｋ
槡２∫

＋∞

０
ｇ（ｘ）Ｊ－１２（ｋｘ）ｄｘ． （４）

上式右端的积分项即是式（１）的形式，可利用修改
的连分式算法求解．而当式（１）中ｖ为０或１时（即
整数阶），其积分可直接用原来的连分式算法求解．

直接数值求积相对于线性滤波法的一个重要优

势就是可以给出误差估计．计算时，可根据需要先设
定一定的相对误差限（ＲＥＲＲ）和绝对误差限
（ＡＥＲＲ）来控制计算过程的局部误差，并以此来判
断是否终止计算，终止条件为

ｌｏｃａｌｅｒｒｏｒ≤ＲＥＲＲ· ｒｅｓｕｌｔ＋ＡＥＲＲ． （５）
局部误差（ｌｏｃａｌｅｒｒｏｒ）为两相邻次数求积的结果之
差，ｒｅｓｕｌｔ为其中后一次的求积结果．

连分式计算方法本质上属于直接数值求积法．
相对于一般的直接积分，Ｃｈａｖｅ连分式算法（以下简
称ＣＣＦ）优势为［８］：１）使用交错高斯求积公式计算，
使得当需要增加求积阶数以达到给定精度时无需重

复计算核函数值；２）运用连分式展开来累加部分积
分和，使慢收敛序列或发散序列的求和变得容易，加

快了收敛速度．
余弦变换或汉克尔变换的连分式数值求积主要

原理是先将积分式的无穷积分区间划分为有限个子

区间（Ｚｎ，Ｚｎ＋１），然后在每个子区间内利用高斯数
值求积公式计算下式：

ｐｎ＝∫
ｚｎ＋１

ｚｎ

)

ｇ（ｘ）·Ｊｖ（ｋｘ）ｄｘ≈∑
Ｎ

ｊ＝１
ｈｊ

)

ｇ（ａｊ）·Ｊｖ（ｋａｊ）． （６）

这里Ｚｎ为第ｎ个被ｋ归一化后的Ｂｅｓｓｅｌ函数零点，
Ｎ为高斯求积阶数，ａｊ和ｈｊ（ｊ＝０，１，２…，Ｎ）分别为
优化后的横坐标值和权系数，阶数越高，积分结果的

精度越高，一般最大阶数不超过７阶．如此，得到部
分积分项ｐｉ（ｉ＝１，２，……，ｎ）值，再用连分式展开
的方法求得部分积分项之和：

ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝

ｄ１

１＋
ｄ２

１＋
ｄ３


ｄｎ

． （７）

式中的连分式系数ｄｉ可根据ｐｉ值计算得到
［１１］，计算

连分式的值时，从分式底部开始向上递推计算，从而

得到ｓ值（即 ｒｅｓｕｌｔ），即原部分积分的近似值．重复
上述过程，直到满足式的终止判断标准为止．

２　数值试验
２．１　积分算例

王华军［１］和蒋淑芬［１２］分别用线性滤波法和复

积分法对有解析解的李普希兹积分（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
Ｉｎｔｅｇｒａｌ）进行了数值计算，李普希兹积分表达式：

Ｆｃ（ｋ）＝∫
∞

０
ｅ－ａｘｃｏｓ（ｋｘ）ｄｘ＝ ａ

ａ２＋ｋ２
． （８）

前者（积分中令ａ＝０．００５）用４０１个滤波系数对该
积分进行计算，得到了在ｋ值范围为［１０－１０～１０５．４］
之间计算误差小于０．５％ 的结果，但线性滤波的系
数（文中给出了２５０个余弦变换系数）并不能“放之
四海而皆准”，需要根据所求积分精心设计，一般系

数越多，计算精度越高，在计算随积分变量不快速衰

减的核函数时往往不令人满意，特别是收敛慢甚至

发散的积分；而后者（积分中令ａ＝５０）只是针对比
较大的ｋ值进行了探讨（ｋ＞１００时最大相对误差数
量级为１０－６，ｋ＜１００后误差呈指数增长）．下面本文
用改进的连分式算法对李普希兹积分进行数值计

算．
利用式可将李普希兹积分化为

Ｆｃ（ｋ）＝
πｋ
槡２∫

＋∞

０ 槡ｘ·ｅ
－ａｘ·Ｊ－１２（ｋｘ）ｄｘ．（９）

１）取ａ＝０．００５，ＲＥＲＲ＝１．０×１０－１６时，计算
的结果如图１所示：
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图１　积分式的数值解与解析解对比（左）及相对误差曲线（右）（ａ＝０．００５）
Ｆｉｇ．１Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｎｔｅｇｒａｌ（８）（ｌｅｆｔ）ａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅ（ｒｉｇｈｔ）（ａ＝０．００５）

　　计算结果表明，在 ｋ＝［１０－６ ～１０９］范围内，
积分的数值解和解析解的百分相对误差在ｋ＝１０之
前稳定在１０－９左右；之后近似线性震荡增加到０．０２
左右，相对误差最大值不超过０．０３％，说明其数值
精度很高．
２）取ａ＝５０．０，ＲＥＲＲ＝１．０×１０－１６时，计算结

果如下：

由图２结果可以看到，当ａ＝５０．０时，在ｋ＝
［１０－２ ～１０１０］内，计算结果的数值解与其解析解的
相对误差不超过２％，在ｋ＝［１０－２～１０５］间相对误
差保持在约１０－９％的水平，可见该数值结果在较广
的震荡因子范围相当稳定．当ｋ大于１０９时，相对误
差迅速从１０－６％升至０．５％甚至后面的２％，其原因
是计算机内部运算出现明显的截断误差（两非常小

的数相减，此时积分值的数量级接近１０－２０），导致误

差增大．
上例中，李普希兹积分的核函数属于快速衰减

型（ｅ－ａｘ），对于发散型积分的数值计算，为比较连分
式算法与线性滤波法的计算效果，考虑如下已知的

积分：

∫
＋∞

０
ｘＪ０（ｋｘ）ｄｘ＝０． （１０）

该积分的被积函数是核函数ｘ与Ｂｅｓｓｅｌ函数的
乘积Ｅ（ｘ）＝ｘＪ０（ｋｘ），Ｅ（ｘ）随着ｘ的增大呈现高
度震荡增加的形态（见图３），分别用已发表的１２０
点数字滤波系数（ＧｕｐｔａｓａｒｍａａｎｄＳｉｎｇｈ，１９９７）和
本文算法（ＲＥＲＲ＝１０－１０）在ｋ＝［１０－２ ～１０８］间
计算该积分，结果曲线图显示于图４，表１给出了结
果中前２０项的值．

图２　积分式的数值解与解析解对比（左）及相对误差曲线（右）（ａ＝５０．０）
Ｆｉｇ．２Ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｎｔｅｇｒａｌ（ｌｅｆｔ）ａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅ（ｒｉｇｈｔ）（ａ＝５０．０）
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图３　函数Ｅ（ｘ）的形态（ｋ＝１００）
Ｆｉｇ．３ＢｅｈａｖｉｏｒｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎＥ（ｘ）（ｋ＝１００）

图４　２种方法计算积分（１０）的结果
Ｆｉｇ．４Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｎｔｅｇｒａｌｂｙｆｒａｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄ

１２０－ｐｏｉｎｔｓｆｉｌｔｅｒｍｅｔｈｏｄ

表１　１２０点滤波法和连分式算法计算积分的结果中前２０项的值
Ｔａｂ．１Ｆｏｒｗａｒｄ２０ｖａｌｕｅｓｏｆｅｓｔｉｍａｔｉｎｇｉｎｔｅｇｒａｌｗｉｔｈ１２０ｐｔｄｉｇｉｔａｌｆｉｌｔｅｒａｎｄＦｒａｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

Ｎｕｍｂｅｒ ｋ １２０－ｐｔｖａｌｕｅ ＣＣＦｖａｌｕｅ Ｒｅａｌｖａｌｕｅ

１ ０．０２ ０．９１８６０８６５４７Ｅ－０４ －０．９６９４２８７１５８Ｅ－１０ ０

２ ０．０３ ０．３６５７０４６７９０Ｅ－０４ －０．９１２２１３５８７６Ｅ－１１ ０

３ ０．０４ ０．１４５５８９６５８２Ｅ－０４ －０．１６７６１１７３７８Ｅ－１０ ０

４ ０．０６ ０．５７９６０２８７５１Ｅ－０５ －０．６７５６１５２６７１Ｅ－１１ ０

５ ０．１０ ０．２３０７４４０６９０Ｅ－０５ －０．２４４６１６３３１６Ｅ－１１ ０

６ ０．１６ ０．９１８６０８６１７６Ｅ－０６ －０．１１８０９４０３５５Ｅ－１１ ０

７ ０．２５ ０．３６５７０４６９３７Ｅ－０６ －０．３５９６２２６３９７Ｅ－１２ ０

８ ０．４０ ０．１４５５８９６６４６Ｅ－０６ －０．１５９９２９５２２２Ｅ－１２ ０

９ ０．６３ ０．５７９６０２８９３７Ｅ－０７ －０．１５９５８９７６８２Ｅ－１２ ０

１０ １．００ ０．２３０７４４０５４９Ｅ－０７ ０．８７６６３４０３３３Ｅ－１３ ０

１１ １．５８ ０．９１８６０８６１４４Ｅ－０８ ０．３３９９６０９７８０Ｅ－１３ ０

１２ ２．５１ ０．３６５７０４６９００Ｅ－０８ －０．１２６４６４３６２５Ｅ－１２ ０

１３ ３．９８ ０．１４５５８９６６２６Ｅ－０８ －０．５０７３０４７９０２Ｅ－１３ ０

１４ ６．３１ ０．５７９６０２８７０４Ｅ－０９ ０．９２７９９７７５６４Ｅ－１３ ０

１５ １０．００ ０．２３０７４４０７０４Ｅ－０９ ０．３６８２０２８７１６Ｅ－１３ ０

１６ １５．８５ ０．９１８６０８６３５５Ｅ－１０ －０．１０８１３７９８８４Ｅ－１２ ０

１７ ２５．１２ ０．９１８６０８６３５５Ｅ－１０ －０．４３０６２０８６０９Ｅ－１３ ０

１８ ３９．８１ ０．１４５５８９６５７６Ｅ－１０ ０．８２９６８１７７２５Ｅ－１３ ０

１９ ６３．１０ ０．５７９６０２８９３７Ｅ－１１ ０．３３０３１０５９９３Ｅ－１３ ０

２０ １００．００ ０．２３０７４４０５８８Ｅ－１１ －０．９３６０３３９４１３Ｅ－１３ ０

　　由于该积分的真实值为０，故此处未计算两者
的相对误差．从图４和表１中结果可以看到，连分式
算法的结果和滤波法的结果在 ｋ＝［１０１．２ ～１０８］
间与真实解吻合较好，但在ｋ＝［１０－２ ～１０１．２］时，
滤波法的误差迅速增大，最大误差达到了９×１０－５，
这说明此例中，与滤波法相比，连分式计算强震荡发

散积分时仍具有精度高、稳定性好的特点．
２．２　理论模型算例

文献［１３－１４］采用偶极 －偶极装置详细研究

了典型层状大地（１－Ｄ）模型上时间域航空电磁的
正演响应，这里，本文基于上述文献里的理论计算公

式（ｓ域）

Ｈｚｚ（ｓ） ＝
ｍ
４πｓ∫

＋∞

０

ｅｕ０（ｚ－ｈ）＋ｒＴＥｅ
－ｕ０（ｚ＋ｈ[ ]） ·

Ｘ３
ｕ０
·

Ｊ０（Ｘｒ）ｄＸ． （１１）
实际计算时，上述积分核函数为

Ｅ（Ｘ）＝ｒＴＥｅ
－Ｘ（ｚ＋ｈ）Ｘ２． （１２）

这里，ｍ是发射磁矩，ｓ是拉氏变量，此处均取为ｓ＝

９８



１０００．ｒＴＥ ＝ｒＴＥ（Ｘ）为ＴＥ模式下反射系数．３层模
型及装置参数取为：ρ１ ＝１００，ρ２ ＝２０，ρ３ ＝３００
Ωｍ；ｄ１ ＝５０，ｄ２ ＝１００ｍ；发射线圈（水平）有效面
积 ＝接收线圈（水平）有效面积 ＝１ｍ２，发射阶跃
电流 ＝１Ａ，发射高度ｈ＝４０ｍ，接收高度 ｚ＝３０
ｍ，偏移距分别取ｒ＝５０ｍ和ｒ＝５ｍ．图５是核函数
随积分变量变化的曲线，其幅值在 Ｘ＞０．０１（ｍ－１）
时迅速衰减至０，原因是ｒＴＥ和指数项分别衰减到０．
在时间ｔ＝１０－２～１０ｍｓ之间对数等间隔取１４个采
样点，分别采用修改的连分式算法（ＲＥＲＲ＝１０－６）
和滤波法计算３层模型的瞬变响应（此处为垂直方
向上磁感应强度对时间的导数），得到响应曲线如

图６（双对数）．
从图中结果可以看到，连分式算法与１２０点滤

波法（ＧｕｐｔａｓａｒｍａａｎｄＳｉｎｇｈ，１９９７）计算的响应曲线
形态基本一致，两者都明显地反映出了中间低阻层

的瞬变响应，即感应电动势衰减速率变缓（曲线中

间凸起部分），同时在高阻层上随时间的增加快速

衰减的特征；另外，早期时间观测到的响应中，小收

发距下的响应值大于大收发距下的值，与文献［１３］

结果一致．此例计算中，２种算法的精度没有明显差
异，计算时间上，滤波法为０．０３ｓ，连分式算法稍慢，
但也没有超过０．０７ｓ（计算设备与前述相同）；滤波
法的系数依赖于特定类型函数，且没有计算误差的

评价，连分式算法则没有这个限制，这说明该算法可

以替代线性滤波法的不足之处．

图５　核函数的形态（ｒ＝５０ｍ）．Ｅ（Ｘ）及Ｅ（Ｘ）Ｊ０（Ｘｒ）

分别由其最大值归一化

Ｆｉｇ．５Ｂｅｈａｖｉｏｒｏｆｋｅｒｎｅｌｆｕｎｃｔｉｏｎ（ｒ＝５０ｍ）．Ｅ（Ｘ）ａｎｄＥ
（Ｘ）Ｊ０（Ｘｒ）ａｒｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｂｙｔｈｅｉｒｍａｘｉｍｕｍｖａｌｕｅｓ

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图６　连分式算法和滤波法计算的感应电动势响应曲线
Ｆｉｇ．６ＲｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆＥＭＦｃａｌｃｕｌａｔｅｄｕｓｉｎｇｃｏｎｔｉｎｕｅｄｆｒａｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄａｎｄ１２０－ｐｏｉｎｔｓｄｉｇｉｔａｌｆｉｌｔｅｒｍｅｔｈｏｄ

３　结论
１）在计算典型的余弦变换或 Ｈａｎｋｅｌ积分 －

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ积分时，连分式算法具有精度高、稳定性好
的特点．
２）连分式算法不仅能计算积分收敛或核函数

快速衰减的余弦变换，也能计算积分发散型 Ｈａｎｋｅｌ
变换，适用范围优于数字滤波法．

３）在本文所涉及的一维瞬变电磁正演算例中
（Ｈａｎｋｅｌ积分），连分式算法与基于线性卷积的数字
滤波法在计算精度上相当，计算速度上前者稍慢，但

两者都能快速计算高震荡函数积分．
４）由于瞬变电磁法的场值动态范围很大，一般

计算误差较大．本文利用改进的 Ｃｈａｖｅ－连分式算
法计算了典型层状大地模型的瞬变响应，结果表明

连分式算法能够满足航空瞬变电磁的理论计算要

０９



求，计算效果也与滤波法吻合．该算法可作为一种新
的瞬变电磁响应计算方法．
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