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反求空间有理二次三角 Ｂéｚｉｅｒ
曲线的参数和权因子 ①
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摘　要：有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线是近年来研究的一种新型曲线，证明了已知给定三维空间中不共面的４个控制顶点
和它们凸包内的一点，可以唯一确定一条有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线，并且做了更进一步的研究，对有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线
上一点的参数和它的２个内权因子这３个未知变量进行反求，从而得出原曲线的完整表达式．同时提出了２种简单的方法，
避免了数值计算的不稳定性．最后给出了数值例子进行了验算，验算结果和实际基本吻合，具有很高的准确性．
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　　１９９１年，ＳＴＥＰ（产品模型数据交换标准）把
ＮＵＲＢＳ（非均匀有理Ｂ样条）作为定义产品形状的
唯一数学方法［１］．ＮＵＲＢＳ方法具有很多优良的性
质［２］，但是在展现了它强大的功能的同时，也暴露

了一些不可避免的缺点，例如反求曲线曲面上点的

参数值，存在数值不稳定问题［３］等．由于 ＮＵＲＢＳ
的这些缺点，近年来许多人开始对三角多项式展开

了研究，２００３年韩旭里［４］讨论了分段的二次三角

多项式样条曲线，２００８年吴晓勤［５］提出了带形状

参数的二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线，并且给出了许多优良
的性质，２０１３年徐迎博［６］进一步提出了该曲线的

形状分析，但是都没有提到反算问题．
基于此，本文研究了给定控制顶点凸包内的一

点，来反求经过该点的有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线的
参数和２个内权因子３个未知量．反算问题在曲线
形状修改中具有重要的意义，很多人对其展开了研

究，１９９５年施法中［７］曾提出了反求有理二次Ｂéｚｉｅｒ
曲线权因子和参数的方法，２００２年杨存典［８］研究
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了过控制多边形内任意２点的有理三次 Ｂéｚｉｅｒ曲
线权因子算法，２００４年，李亚利［９］研究了给定凸包

内一点反算空间有理三次 Ｂéｚｉｅｒ曲线的权因子和
该点的参数．由文献［５］可知，有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ
曲线和有理三次 Ｂéｚｉｅｒ曲线［１０］性质类似，但是具

有更好的逼近性（如图１），因而具有重要的研究价
值，本文给出了２种简单有效的方法，回避了反求
存在数值不稳定的问题．

１　有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线的定义
根据文献［５］，设Ｐｉ（ｉ＝０，１，２，３）为空间中的

给定的一组控制顶点，定义曲线

ｐ（ｔ）＝∑
３

ｉ＝０
ＰｉＲｉ（ｔ），０≤ｔ≤

π
２． （１）

为有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线，（如图１），其中，基函
数Ｒｉ（ｔ）定义为

Ｒ０（ｔ）＝
（１－ｓｉｎｔ）２

ω（ｔ）
；

Ｒ１（ｔ）＝
２ω１（１－ｓｉｎｔ）ｓｉｎｔ

ω（ｔ）
；

Ｒ２（ｔ）＝
２ω２（１－ｃｏｓｔ）ｃｏｓｔ

ω（ｔ）
；

Ｒ３（ｔ）＝
（１－ｃｏｓｔ）２

ω（ｔ）













 ．

式中，ω（ｔ）＝（１－ｓｉｎｔ）２＋２ω１（１－ｓｉｎｔ）ｓｉｎｔ＋
２ω２（１－ｃｏｓｔ）ｃｏｓｔ＋（１－ｃｏｓｔ）

２，ω１，ω２为 Ｐ１，Ｐ２
的权因子．

图１　有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线（ω１＝ω２＝０．２０７１）

由曲线定义可知，曲线只有 ω１，ω２和 ｔ３个未
知量，而在三维空间中每个点有３个坐标值，因而
知道曲线上一点就能求出这３个未知量，代入 ω１，
ω２就能完全确定该曲线表达式，改变参数 ｔ就能
得到曲线上任意一点，关键是该曲线较复杂，而且

含有三角函数，直接反求计算量巨大，而且存在数

值不稳定性的问题，下面给出２种较简单的方法．

２　求参数和权因子
如图１，已知控制顶点 Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３及其凸包

内一点ｓ，点 ｓ的关于 Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３的重心坐标为
（γ，α，β，１－α－β－γ）．于是有

ｓ＝ｐ（ｔ）＝γＰ０＋αＰ１＋βＰ２＋（１－α－β－
γ）Ｐ３，０≤α，β，α＋β＋γ≤１． （２）
式（２）对比式（１）有

γ＝（１－ｓｉｎｔ）
２

ω（ｔ）
；

α＝
２（１－ｓｉｎｔ）ｓｉｎ( )ｔω１

ω（ｔ）
；

β＝
２（１－ｃｏｓｔ）ｃｏｓ( )ｔω２

ω（ｔ）
；

１－α－β－γ＝（１－ｃｏｓｔ）
２

ω（ｔ）













 ．

（３）

由式（３）首尾两式相除得
（１－ｃｏｓｔ）２

（１－ｓｉｎｔ）２
＝１－α－β－γ

γ
＝μ． （４）

解得

ｔ＝ａｒｃｓｉｎ槡μ－１
μ＋槡 １

＋ａｒｃｓｉｎ １
μ＋槡 １

． （５）

式（５）表明参数ｔ和首末控制顶点的重心坐标
分量γ，１－α－β－γ有关，和中间控制顶点的重心
坐标分量α，β以及内权因子无关．

又由式（３）中间两式得

ω１ ＝
１－ｓｉｎｔ
２ｓｉｎｔ

α
γ
；

ω２ ＝
１－ｃｏｓｔ
２ｃｏｓｔ

β
１－α－β－γ

{ ．
（６）

式（６）表明权因子和参数 ｔ有关，并且权因子
ω１和首端２个控制顶点的重心坐标分量有关，ω２
和末端２个控制顶点的重心坐标分量有关．

３　α，β，γ的另一几何意义和求权因
子的另一方法

　　如图２，以 Ｐ１，Ｐ２，ｓ三点做平面交 Ｐ０Ｐ３于点
ｍ，可知曲线经过平面 ｍＰ１Ｐ２时的参数值均相等．
根据式（４）有

Ｐ０ｍ
ｍＰ３

＝（１－ｃｏｓｔ）
２

（１－ｓｉｎｔ）２
＝μ＝１－α－β－γγ

故γ＝（１－α－β）１＋μ
，则式（２）化为

ｓ＝αＰ１＋βＰ２＋（１－α－β）
Ｐ０＋μＰ３
μ＋１

＝αＰ１＋

βＰ２＋（１－α－β）ｍ
所以由上述推导可知，（表示点ｍ分线段Ｐ０Ｐ３

２２１
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的长度之比，并且（唯一决定参数值．α，β，１－α－
β表示点ｓ关于Ｐ１，Ｐ２，ｍ的重心坐标分量，即对应
三角形的面积，如图２所示．

图２　α，β，μ几何意义示意图

在此几何意义下，可以推导出权因子的另一

解法，

取式（３）中间两式可解得

ω１ ＝
２ｓｉｎｔ＋２ｃｏｓｔ－３
２（ｓｉｎｔ－１）ｓｉｎｔ

α
１－α－β

；

ω２ ＝
２ｓｉｎｔ＋２ｃｏｓｔ－３
２（ｃｏｓｔ－１）ｃｏｓｔ

β
１－α－β

{ ．
（７）

由于通过式（５）求得了ｔ，所以通过式（７）也可
以解出 ω１，ω２，此方法较第１种方法稍显复杂，而
且可以由第１种方法推导而来，但是具有更强的几
何意义，因而更加方便于研究曲线的形状分析和修

改．可以保持参数不变，通过改变 α，β来调节２个
内权因子得到新权因子使得曲线经过该平面的其

他点，从而达到曲线的形状修改．
如果取的ｓ点刚好位于 Ｐ０Ｐ３的中点与 Ｐ１，Ｐ２

的平面内，即当ｍ点是Ｐ０Ｐ３的中点时，则ｓ点是曲
线的肩点．

即μ＝１，由式（５）得ｔ＝π４，由式（７）得

ω１ ＝
（槡２－１）α
１－α－β

；

ω２ ＝
（槡２－１）β
１－α－β

{ ．
（８）

式（８）即已知肩点坐标时求权因子 ω１，ω２的表
达式．

４　实例计算
已知空间中一条有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线，其控

制顶点为 Ｐ０（１００，１００，１００），Ｐ１（２００，２００，１００），Ｐ２
（３００，２００，４００），Ｐ３（４００，１００，２００），曲线经过点ｓ（２３４，
１６４，２５６）．求点ｓ参数ｔ和２个内权因子ω１，ω２．

由式（２）及式（４）解得

α＝５７４００，β＝
１９９
４００，γ＝

１１７
４００，μ＝

３
１３．

所以根据式（５）得
ｔ＝０．６３５５
通过２种方法由式（６）和式（７）求得的权因子

均为

ω１＝０．１６６８，ω２＝０．８９４０
再将ｔ，ω１，ω２代入原曲线式（１）得
Ｐ（ｔ）＝（２３４．００，１６４．００，２５５．９９）
符合事实，验证了该算法的准确性．
通过以上方法，对于符合要求给定的任意点

ｓ，都可以快速求出 ｔ，ω１，ω２，并且求出的值避免了
数值不稳定性，以上实例都说明了此方法的简单性

和准确性．

５　结论
在空间中，有理二次三角Ｂéｚｉｅｒ曲线的反算问

题有唯一解，但是由于解三角函数方程组过于复

杂，使得计算量过于庞大，而且存在数值不稳定问

题．通过本文的计算方法，计算快速简单，同时也避
开了反算存在数值不稳定的问题．其中，第２种方
法是第１种方法的一个推导形式，不过该方法表明
了，固定参数后，２个内权因子由中间控制顶点的
重心坐标唯一确定，因此可以基于此进一步进行曲

线的形状修改研究．最后给出了已知肩点时的反求
算法以及给出了具体实例，对该算法进行了验算，

验证了本文方法的正确性．
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