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用单自由度系统研究双模量变截面梁的冲击 ①

吴晓

（湖南文理学院 土木建筑工程学院，湖南 常德４１５０００）

摘　要：研究了重物对双模量等高变截面梁的冲击问题．把被冲击的双模量等高变截面梁简化为一集中质量与无重弹簧
相连接的单自由度弹性系统，使重物对梁的冲击问题转化为重物对具有集中质量单自由度弹性系统的冲击问题，然后采用动

力学方程推导出了重物对梁的动载荷系数、冲击时间的函数表达式，克服了能量法仅能给出最大动载荷系数的不足．通过算
例分析，指出有关文献给出的最大动载荷系数公式，仅是动力学方程推导出的动载荷系数函数式的特例．当拉压弹性模量相
差较大时，不能把重物对双模量等高变截面梁的冲击问题简单处理为重物对单模量等高变截面梁的冲击问题，必须要考虑拉

压弹性模量不同因素对双模量变截面梁受冲击的影响．
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　　在土木、机械等实际工程中，冲击问题是较为常
见的力学现象．在重物对结构的冲击过程中，结构的
形状、承载力会在极短的时间内发生急剧的变化，对

结构的工作性能和使用寿命会产生严重的影响．因
此，工程设计人员对重物冲击结构的问题一直极为

关注．有关文献及专著采用能量法研究了重物对梁
的冲击问题，能量法计算简便但仅能给出最大动载

荷系数，却不能给出动载荷系数及冲击时间的函数

表达式，因为能量法没有考虑时间空间因素．采用
Ｈｅｒｔｚ接触理论研究重物对梁的冲击问题，虽然可以
克服能量法存在的缺陷，但是 Ｈｅｒｔｚ接触理论计算
过程复杂繁琐，不便工程设计人员在实际工程中应

用．在工程实际中，混凝土、增强复合材料、金属合金
等许多材料都具有拉压弹性模量不同的双模量特

性，许多文献［１－８］对具有双模量特性结构的变形
进行了研究计算．因此，本文把被冲击的双模量等高
变截面梁简化为一集中质量与无重弹簧相连接的单

自由度弹性系统，采用动力学方程推导出了重物对

双模量等高变截面梁冲击时的动载荷系数、冲击时

间的函数表达式．

１　变截面梁静力学问题

由材料力学可知双模量梁弯曲时的应力和应变

关系为

σ１ ＝
Ｅ１ｙ
ρ
，σ２ ＝

Ｅ２ｙ
ρ
． （１）

式中，Ｅ１为拉伸区的弹性模量，Ｅ２为压缩区的弹性

模量，ρ为梁弯曲时中性层的曲率半径．

设图１所示等高变截面简支梁在任意荷载作用

下发生弯曲变形，以Ａ点为力矩支点可知
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等高变截面双模量简支梁的支座反力确定后，

即可方便写出等高变截面双模量简支梁任意截面的

弯矩表达式Ｍ（ｘ）．
由图（１ｂ）可知等高变截面双模量简支梁任意

截面梁宽为

ｂ（ｘ）＝
２ｂ０ｘ
ｌ　（０≤ｘ≤

ｌ
２）． （４）

图１　任意荷载作用下双模量等高变截面简支梁
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由材料力学可知双模量梁弯曲时横截面内力应

满足
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把式（１）、式（４）代入式（５）中可以得到

ｈ１ ＝
ｈ Ｅ槡 ２

Ｅ槡 １＋ Ｅ槡 ２

，ｈ２ ＝ｈ－ｈ１； （６ａ）

１
ρ
＝ｄ

２ｗ
ｄｘ２
＝Ｍ（ｘ）ｌ２Ｄｘ． （６ｂ）

式中，Ｄ＝ｂ０（
Ｅ１ｈ１

３

３ ＋
Ｅ２ｈ２

３

３ ），ｗ为梁的挠度．

由以上推导可知双模量梁中性轴的位置与作用

在梁的横向载荷无关．
把式（６ｂ）代入式（１）中可得梁的应力表达式为

σ１ ＝
Ｅ１ｌＭ（ｘ）ｙ
２Ｄｘ ，σ２ ＝

Ｅ２ｌＭ（ｘ）ｙ
２Ｄｘ ． （７）

当一集中力 Ｐ作用在等高变截面双模量简支

梁中点时，由式（６ｂ）及边界条件可以得到挠度表达
式为

ｗ（ｘ）＝Ｐｌｘ８Ｄ（ｘ－ｌ），（０≤ｘ≤
ｌ
２）． （８）

２　冲击问题的求解

当重物ｍ对图１所示等高变截面双模量简支
梁中点冲击时，可把其转化为图２所示重物对具有
集中质量单自由度弹性系统的冲击．为了简化冲击
计算可作如下假设：忽略阻尼对冲击过程的影响，不

考虑冲击过程中的能量损失，被冲击梁的最大位移

始终在弹性范围内，梁的最大动应力不超过其材料

的比例极限．

图２　弹性系统
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令重物与梁的质量分别为ｍ，Ｍ，当重物自高度

ｈ０处下落冲击前瞬时重物的速度为ｖ０＝ ２ｇｈ槡 ０．当
重物与梁接触后开始变形时，重物与梁仅在接触处

具有相同速度，因此可把梁质量 Ｍ的一部分 ｍ１ ＝
ｅＭ集中于冲击处作为一集中质量，ｅ称为梁的动量
相当质量折算系数．

由于双模量梁在冲击处的速度为 ｖ１，因此可假

设梁的初始速度分布函数为ｗ·（ｘ）＝ｗ·０ｘ（ｘ－ｌ），当

冲击点处的坐标为 （
ｌ
２，０）时，根据动量守恒定律

有下式成立：
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重物冲击梁开始变形瞬间有

ｍｖ０ ＝（ｍ＋ｍ１）ｖ１，ｖ１ ＝
ｍｖ０
ｍ＋ｍ１

． （１０）
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图３　弹性系统受力图
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当重物冲击双模量梁并开始与梁接触后，由动

力学原理得

ｍｇ－Ｆ（ｔ）＝ｍａ； （１１ａ）

Ｆ（ｔ）＋ｍｇ－Ｆ１（ｔ）＝ｍ１ａ； （１１ｂ）

Ｆ１（ｔ）＝ｋｗ． （１１ｃ）

式中，Ｆ（ｔ）为重物对梁的冲击力，Ｆ１（ｔ）为集中质

量ｍ１对弹簧的作用力，ｋ为弹簧的刚度．

由式（１１）可以得到下式

ｋｗ－（ｍ＋ｍ１）ｇ＋（ｍ＋ｍ１）ａ＝０． （１２）

由于　ａ＝ｄｖｄｔ＝
ｄｗ
ｄｔ
ｄｖ
ｄｗ＝ｖ

ｄｖ
ｄｗ＝

１
２
ｄｖ２
ｄｗ．（１３）

把式（１３）代入式（１２）中可以得到

ｋｗ－（ｍ＋ｍ１）ｇ＋
１
２（ｍ＋ｍ１）

ｄｖ２
ｄｗ＝０．（１４）

对式（１４）进行一次积分可得

　 １２ｋｗ
２－（ｍ＋ｍ１）ｇｗ＋

１
２（ｍ＋ｍ１）ｖ

２ ＝Ｈ．（１５）

式中，Ｈ为能量常数．

重物冲击梁时的边界条件为

ｗ＝０，ｖ＝ｖ１；ｗ＝ｗｄ，ｖ＝０． （１６）

式中，ｗｄ为梁最大动位移．

利用式（１５）、式（１６）可以求得

Ｈ＝１２（ｍ＋ｍ１）ｖ
２
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２
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１
２（ｍ＋ｍ１）ｖ

２
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令动载荷系数为　Ｋｄ ＝
Ｆ（ｔ）
ｍｇ ＝

ｗ
ｗｓ
． （１８）

式中，ｗｓ为重物ｍ静止作用在梁上的静挠度．

利用式（１１）、式（１８）可以得到

ｋ＝
（ｍ＋ｍ１）ｇ
ｗｓ

． （１９）

把式（１０）、式（１９）代入式（１７ｂ）中可得

ｗ２ｄ－２ｗｓｗｄ－２ξ
２ｗｓｈ０ ＝０． （２０）

式中，ξ＝ １

１＋
ｍ１
ｍ

＜１．

求解方程式（２０）可得

ｗｄ ＝ｗｓ １＋（１＋
２ξ２ｈ０
ｗｓ
）[ ]１２ ． （２１）

所以，考虑梁的质量时，重物对梁冲击时的最大

动载荷系数为

（Ｋｄ）ｍａｘ＝１＋（１＋
２ξ２ｈ０
ｗｓ
）
１
２． （２２）

把式（１７ａ）、式（１９）代入式（１５）中可知

ｖ＝ｄｗｄｔ＝（ｖ
２
１＋２ｇｗ－

ｇｗ２
ｗｓ
）
１
２． （２３）

由式（２３）可得ｄｔ＝ ｄｗ

（ｖ２１＋２ｇｗ－
ｇｗ２
ｗｓ
）
１
２

．（２４）

对式（２４）积分可得冲击时间表达式为

ｔ＝（
ｗｓ
ｇ）

１
２ ａｒｃｓｉｎ（ｗｗｓ

－１）（１＋
２ξ２ｈ０
ｗｓ
）－
１
２＋ａｒｃｓｉｎ（１＋

２ξ２ｈ０
ｗｓ
）－[ ]１２ ． （２５）

在式（２５）中当ｗ＝ｗｄ时，可知重物对双模量梁

的冲击时间为

ｔｄ ＝（
ｗｓ
ｇ）

１
２ π
２＋ａｒｃｓｉｎ（１＋

２ξ２ｈ０
ｗｓ
）－[ ]１２ ． （２６）

由式（２５）可以求得动载荷系数的函数式为

Ｋｄ＝
ｗ
ｗｓ
＝１＋（１＋

２ξ２ｈ０
ｗｓ
）
１
２ｓｉｎ （ｇｗｓ

）
１
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ｗｓ
）－[ ]１２ ． （２７）

把式（２６）代入式（２７）中即可得式（２２）．以上推

导表明由动力学原理可以得到与能量法相同的结果

式（２２），事实上能量法仅能得到冲击问题的最大动

载荷系数，而不能得到冲击问题的动载荷系数及冲

击时间的函数式．

３　算例分析

下面首先以重物对各向同性简支梁的冲击计算

来验证本文方法的可靠性．

算例１　某简支钢梁的计算参数为：截面面积Ａ

＝１２６５．０４ｍｍ２，梁长 ｌ＝８００ｍｍ，惯性矩 Ｉ＝
６６９４６ｍｍ４，梁的质量 Ｍ ＝７．８ｋｇ，弹性模量 Ｅ＝
２１０ＧＰａ，密度ρ＝７．８×１０３ｋｇ／ｍ３．冲击重物质量ｍ
＝７．５ｋｇ，重物距梁中点ｈ０ ＝１００ｍｍ处自由下落对

简支梁进行冲击．

设简支梁初始速度分布函数为 ｗ·（ｘ）＝ｗ·０（
３ｘ
ｌ
５５
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２），由于各向同性简支梁的ｅ＝

５
８，而ｗｓ＝

（ｍ＋ｍ１）ｇｌ
３

４８ＥＩ ＝０．０９２ｍｍ，把有关参数

代入式（２２）、式（２６）中可得（Ｋｄ）ｍａｘ＝２８．２７５０５，ｔｄ

＝（
ｗｓ
ｇ）

１
２ π
２＋ａｒｃｓｉｎ（１＋

２ξ２ｈ０
ｗｓ
）－[ ]１２ ＝０．００４９ｓ．

所以ｗｄ ＝ｗｓ·（Ｋｄ）ｍａｘ＝２．６０１３ｍｍ．

文献［９］实测结果为ｗｄ＝２．３２ｍｍ，文献［９－

１０］理论计算结果分别为ｗｄ ＝２．７４ｍｍ，ｗｄ＝２．７３

ｍｍ．

从以上推导及算例１的计算可以看出本文计算

得到的最大动位移比文献［９－１０］的计算得到的最

大动位移更接近文献［９］的实验结果，至于本文计

算得到的最大动位移与文献［９－１０］的计算得到的

最大动位移存在差异，主要是本文在计算中采用梁

的动量相当质量折算系数来考虑梁质量对冲击的影

响，而文献［９］则是在计算中采用梁的的能量相当

质量折算系数来考虑梁质量对冲击的影响［１１］，显然

本文采用梁的动量相当质量折算系数来考虑梁质量

对冲击的影响更合理些．

下面以等高变截面双模量简支梁为例，来说明

本文方法在研究重物对等高变截面双模量简支梁冲

击问题中的应用．

算例２　某等高变截面双模量简支梁的计算参

数：截面宽ｂ０ ＝２０ｍｍ，梁高 ｈ＝５６ｍｍ，梁长 ｌ＝

１０００ｍｍ，梁密度ρ＝２．４×１０３ｋｇ／ｍ３，梁质量Ｍ＝

１．３４４ｋｇ，Ｅ１ ＝１．８６×１０
１０Ｎ／ｍ２，Ｅ２ ＝２．９４×１０

１０

Ｎ／ｍ２，冲击重物质量ｍ＝２．５ｋｇ，重物距梁中点ｈ０＝

１００ｍｍ处自由下落对简支梁进行冲击．

由式（６）可求得 ｈ１ ＝３１．１９ｍｍ，ｈ２ ＝２４．８１

ｍｍ，Ｄ＝６．７８６２×１０９Ｎ·ｍｍ２，ｍ１＝１．１２ｋｇ，ｗｓ＝
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把有关参数代入式（２２）、式（２６）中可得

（Ｋｄ）ｍａｘ＝２５．１８１，ｗｄ ＝ｗｓ·（Ｋｄ）ｍａｘ＝４．１１４６ｍｍ．

（Ｋｄ１）ｍａｘ ＝２２．６６７，ｗｄ１＝ｗｓ１·（Ｋｄ１）ｍａｘ＝４．６１５０ｍｍ．

（Ｋｄ２）ｍａｘ＝２８．２３，ｗｄ２＝ｗｓ２·（Ｋｄ２）ｍａｘ＝３．６３６２ｍｍ．
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对算例２的计算结果及算例１钢简支梁的动载

荷系数曲线图４、算例２等高变截面双模量简支梁

的动载荷系数曲线图５进行分析可知，把重物对等

高变截面双模量简支梁的冲击问题处理为重物对单

弹性模量梁的冲击问题时，等高变截面双模量简支

梁的最大动位移、动载荷系数、冲击力、冲击时间与

单弹性模量梁的最大动位移、动载荷系数、冲击时间

的误差很大，且都超过了１１％以上．所以，当拉压弹

性模量相差较大时，不能把重物对等高变截面双模

量简支梁的冲击问题简单处理为重物对单弹性模量

梁的冲击问题，必须考虑拉压弹性模量不同的因素

对梁冲击问题的影响．由式（２１）、式（２２）及算例１

钢简支梁的动载荷系数曲线图４、算例２等高变截

面双模量简支梁的动载荷系数曲线图５可以看出，

等高变截面双模量简支梁的动位移、动载荷系数、冲

击力都是随时间变化的函数，而能量法仅能给出最

大动位移、最大冲击力、最大动载荷系数且不能得到

冲击时间的计算公式．

图４　钢梁动载荷系数曲线

Ｆｉｇ．４Ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｌｏａｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｓｔｅｅｌｂｅａｍ
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图５　双模量梁动载荷系数曲线

Ｆｉｇ．４Ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｌｏａｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｂｅａｍｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｕｌｕｓ

本文把被冲击的等高变截面双模量简支梁简化

为一集中质量与无重弹簧相连接的单自由度弹性系

统，采用动力学方程推导出了重物对等高变截面双

模量简支梁冲击时的最大动位移公式（１５）与文献

［９］是一致的．而且，本文推导出了冲击问题的冲击

时间及动载荷系数、冲击力随时间变化的函数式，克

服了能量法仅能给出最大动载荷系数的缺陷．所以，

本文计算方法比能量法更能反映重物对梁冲击问题

的本质，同时也克服了 Ｈｅｒｔｚ接触理论计算过程复

杂繁琐不便工程设计人员在实际工程中应用的不

足．从以上计算及分析可知有关材料力学教材及专

著给出的最大动载荷系数公式，仅是动力学方程推

导出的动载荷系数函数式的特例．

４　结论

１）把被冲击的等高变截面双模量简支梁简化

为一集中质量与无重弹簧相连接的单自由度弹性系

统是可行的，本文的计算结果已得到文献［９］实验

结果的验证．

２）推导出了冲击问题的冲击时间、动载荷系

数、冲击力的函数式，克服了能量法仅能给出最大动

载荷系数的缺陷，同时也克服了 Ｈｅｒｔｚ接触理论计

算过程复杂繁琐不便工程设计人员在实际工程中应

用的不足．

３）有关材料力学教材及专著给出的最大动载

荷系数公式，仅是动力学方程推导出的动载荷系数

函数式的特例．
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