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具有非线性恶化函数和安装时间的

单机排序问题 ①

余英，罗永超

（凯里学院 数学科学学院，贵州 凯里５５６０１１）

摘　要：研究了具有非线性恶化函数的加工时间，同时工件的安装时间与已加工完工件的实际加工时间有关（即 ｐ－ｓ－
ｄ）的单机排序问题．证明了极小化最大完工时间，极小化完工时间和是多项式时间可解的．另外极小化加权完工时间和，极小
化总延误以及极小化最大延误在一定的条件下是多项式时间可解的．
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　　在经典排序问题中，工件的安装时间通常被认
为与工件顺序无关，即只与工件本身有关．然而，在
有较强背景的实际问题中，工件的安装时间除了跟

本身有关外，还与已加工完的工件有关．Ｋｏｕｌａｍａｓ
和Ｋｙｐａｒｉｓｉｓ［１］首先提出了与已加工完的工件的实际
加工时间有关的安装时间的模型（简称 ｐ－ｓ－ｄ）．
他们证明了极小化最大完工时间，极小化总完工时

间和极小化总完工时间差等排序问题是多项式时间

可解的．随后，Ｂｉｓｋｕｐ和 Ｈｅｒｒｍａｎｎ［２］研究了与工期
相关的带有ｐ－ｓ－ｄ安装时间的排序问题．Ｋｕｏ和
Ｙａｎｇ［３］讨论了在ｐ－ｓ－ｄ安装时间中加入学习效应
的排序问题．
１９８８年Ｇｕｐｔａ和 Ｇｕｐｔａ［４］首先提出线性加工时

间的排序问题，他们假设工件的实际加工时间为 ａｊ
＋ｂｊｔ（ｂｊ＞０），其中ａｊ，ｂｊ，ｔ分别为工件ｊ的基本加工

时间，恶化率和开始加工时间，并证明了 ｛
ａｊ
ｂｊ
｝的非

降序为最小化最大完工时间的最优排序．此后，有许
多学者开始研究加工时间非恒定的排序问题［５－１１］．

ＰｅｎｇＪＬ和ＷｅｎＣＬ［１２］对具有非线性加工函数的加

工时间的单机排序问题进行了研究，他们指出 ＳＰＴ

序对极小化最大完工时间和极小化总完工时间和问

题仍然适用．

本文在文献［１２］的基础上，进一步讨论了与已

加工完的工件的实际加工时间有关的安装时间的一

类排序问题．

１　问题描述

有一工件集［１，２，…，ｎ］中的所有工件在零时

刻到达，需要在一台机器上进行加工．对任意工件ｊ，

它的正常加工时间为ｐｊ，交货期为ｄｊ和权为ωｊ．工件

与工件之间有与已加工完的工件的实际加工时间有

关的安装时间，即：Ｓ［ｒ］，ｐ
Ａ
［ｉ］．其中分别表示第 ｒ个位

置的工件的安装时间，排在第 ｉ个位置的工件的实

际加工时间，且ｂ＞０，Ｓ［１］ ＝０．假如工件ｊ排在第ｒ

个位置，那么它的实际加工时间为 ｐｊ［ｒ］ ＝
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ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ），对ｊ，ｒ＝１，２，…，ｎ．其中ｆ：［０，Ｍ］

×［１，∞］→［１，∞］的一个可微函数．对任意的ｘ和
任意固定的ｙ０，ｆｘ（ｘ，ｙ０）是一个非增函数，且对任意

的ｘ，ｙ和０≤Ｂ≤Ｍ，有ｆｘ（Ｂ＋ｘ，ｙ）≥
ｆ（Ｂ＋ｘ，ｙ）

ｘ
成立．

２　预备引理

引理１若对任意的 ｘ和任意固定的 ｙ０，ｆｘ（ｘ，

ｙ０）是一个非增函数，且对任意的ｘ，ｙ和０≤Ｂ≤Ｍ，

有ｆｘ（Ｂ＋ｘ，ｙ）≥
ｆ（Ｂ＋ｘ，ｙ）

ｘ 成立，则对任意的ｘ１≥

ｘ２，ｙ和０≤Ｂ≤Ｍ，有以下式子成立：ｘ１ｆ（Ｂ＋ｘ，ｙ）－
ｘ２ｆ（Ｂ＋ｘ１，ｙ）≤０．

证明 根 据 定 积 分 的 微 分 中 值 定 理，有

ｆ（Ｂ＋ｘ１，ｙ）－ｆ（Ｂ＋ｘ２，ｙ）
ｘ１－ｘ２

＝ｆｘ（Ｂ＋ξ，ｙ），其中ξ∈

［ｘ１，ｘ２］，由于ｆｘ（ｘ，ｙ０）是一个非增函数，所以 ｆｘ（Ｂ
＋ξ，ｙ）≥ｆｘ（Ｂ＋ｘ２，ｙ）．又因为对任意的ｘ，ｙ和０≤

Ｂ≤Ｍ，ｆｘ（Ｂ＋ｘ，ｙ）≥
ｆ（Ｂ＋ｘ，ｙ）

ｘ 成立，所以ｆｘ（Ｂ＋

ｘ２，ｙ）≥
ｆ（Ｂ＋ｘ２，ｙ）

ｘ２
，因此ｘ１ｆ（Ｂ＋ｘ，ｙ）－ｘ２ｆ（Ｂ＋

ｘ１，ｙ）≤０．

３　主要定理

在阐述定理之前，先来做一些准备工作．
设工件序Ｓ＝（π，ｉ，ｊ，π′），交换工件序 Ｓ中的

工件ｉ和工件ｊ的位置得到新的工件序Ｓ′＝（π，ｊ，ｉ，
π′）．在工件序Ｓ中，工件ｉ排在第ｒ个位置，且工件
序π的完工时间为Ａ，工件ｉ安装时间为Ｓ［ｒ］．工件ｊ
排在第ｒ＋１个位置，其安装时间为

Ｓ［ｒ＋１］ ＝ｂ∑ｒ

ｉ＝１
ｐ［ｉ］ ＝ｂ［

Ｓ［ｒ］
ｂ ＋Ｐｉｆ（∑

ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，

ｒ）］＝Ｓ［ｒ］＋ｂＰｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）．

Ｃｉ（Ｓ）＝Ａ＋Ｓ［ｒ］＋ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）． （１）

Ｃｊ（Ｓ）＝Ａ＋２Ｓ［ｒ］＋ｐｉ（１＋ｂ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｉ，ｒ＋１）． （２）

Ｃｊ（Ｓ′）＝Ａ＋Ｓ［ｒ］＋ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）． （３）

Ｃｉ（Ｓ′）＝Ａ＋２Ｓ［ｒ］＋ｐｊ（１＋ｂ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｊ，ｒ＋１）． （４）

首先考虑极小化最大完工时间问题．

定理１　对于问题１｜ｐｊ［ｒ］ ＝ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ），

Ｓｐｓｄ｜Ｃｍａｘ，ＳＰＴ序排列得到最优序．
证明　用交换相邻工件对的方法来证明．假设

ｐｊ≥ｐｉ，为了证明工件序 Ｓ优于工件序 Ｓ′，需要证
明以下问题：Ｃｊ（Ｓ）≤ Ｃｉ（Ｓ′）．由式（２）和式（４）
得到

Ｃｊ（Ｓ）－Ｃｉ（Ｓ′）＝（ｂ＋１）（ｐｉ－ｐｊ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｉ，ｒ＋１）－ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｊ，ｒ＋１）

在上式中，令Ｂ＝∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｘ１＝ｐｉ，ｘ２＝ｐｊ，以

及ｙ＝ｒ＋１，由ｐｊ≥ｐｉ以及引理１可以得到Ｃｊ（Ｓ）－
Ｃｉ（Ｓ′）≤０，所以Ｃｊ（Ｓ）≤Ｃｉ（Ｓ′），定理得证．

定理２　对于问题１｜ｐｊ［ｒ］ ＝ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ），

Ｓｐｓｄ｜∑ｎ

ｊ＝１
Ｃｊ，ＳＰＴ序排列得到最优序．

证明　假设ｐｊ≥ｐｉ，为了证明工件序Ｓ优于工
件序Ｓ′，需要证明以下２个问题：
１）Ｃｉ（Ｓ）≤Ｃｊ（Ｓ′）；
２）Ｃｊ（Ｓ）＋Ｃｉ（Ｓ）≤Ｃｉ（Ｓ′）＋Ｃｊ（Ｓ′）．
由式（１）和式（３）得到Ｃｉ（Ｓ）－Ｃｊ（Ｓ′）＝（ｐｉ－

ｐｊ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ），由ｐｊ≥ｐｉ可知，Ｃｉ（Ｓ）≤Ｃｊ（Ｓ′）

成立，下面来证明第二个问题．由定理１有Ｃｊ（Ｓ）≤
Ｃｉ（Ｓ′），综合可得有 Ｃｊ（Ｓ）＋Ｃｉ（Ｓ）≤ Ｃｉ（Ｓ′）＋
Ｃｊ（Ｓ′）成立，定理得证．

由于最小化加权完工时间和在一般情况下比较

难求其最优序，下面在工件加工时间和工件权之间

满足一致性条件下给出最优序．也就是，，对ｉ，ｊ＝１，

２，…，ｎ．同时取ｂ＝ｍｉｎ｛
ｐｊ
ｐｉ
｜ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｐｊ≥

ｐｉ｝．

定理３　对于问题１｜ｐｊ［ｒ］ ＝ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ），

Ｓｐｓｄ｜∑ｎ

ｊ＝１
Ｃｊ，在工件加工时间和工件权之间满足

一致性条件下，ＷＳＰＴ排列得到最优序．

证明　假设对ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，有
ｐｊ
ｐｉ
≥１≥

ωｊ
ωｉ
．

因为ｐｊ≥ｐｉ，所以ωｊ≤ωｉ．从式（１）到式（４），可以
得到

［ωｊＣｊ（Ｓ′）＋ωｉＣｉ（Ｓ′）］－［ωｊＣｊ（Ｓ）＋ωｉＣｉ（Ｓ）］＝

ωｊ（ｐｊ－（ｂ＋１）ｐｉ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

ωｉ（ｐｊ（ｂ＋１）－ｐｉ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

９７



Ｓ［ｒ］（ωｉ－ωｊ）＋ωｉｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｊ，ｒ＋１）－

ωｊｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｉ，ｒ＋１）≥

ωｊ（ｐｊ－（ｂ＋１）ｐｉ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋ωｉ（ｐｊ（ｂ＋１）－

ｐｉ）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）

由ｂ＝ｍｉｎ｛
ｐｊ
ｐｉ
－１｜ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｐｊ≥ｐｉ｝，

ｐｊ≥ｐｉ，ωｊ≤ωｉ以及引理１可以得到
≥０．定理得证．
由于总延误时间问题在一般情况下的最优解比

较难求．下面我们在工件加工时间和工期满足一致
性条件下给出最优解，也就是，对任意的 ｉ，ｊ＝１，２，
…，ｎ有ｄｉ≤ｄｊｐｉ≤ｐｊ．

定理４在工件的加工时间和工期满足一致性条
件的情况下，ＥＤＤ规则可以得到问题

１｜ｐｊ［ｒ］ ＝ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ），Ｓｐｓｄ｜∑ｎ

ｊ＝１
Ｔｊ的最

优解．
证明 在工件序Ｓ和工件Ｓ′中，前ｒ－１个工件

由于它们具有相同的工序，所以相应的目标函数相

等．由定理１可知在工件序Ｓ中部分序π′所对应的
目标函数值优于在工件序Ｓ′中部分序π′所对应的
目标函数值，所以只需证明Ｔｉ（Ｓ）＋Ｔｉ（Ｓ）≤Ｔｊ（Ｓ′）
＋Ｔｉ（Ｓ′）．下面分２种情况来证明．

情形１　Ａ＋Ｓ［ｒ］＋ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）≤ｄｊ，由式

（１）到式（４）有

Ｔｉ（Ｓ）＋Ｔｊ（Ｓ）＝ｍａｘ｛Ａ＋ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

Ｓ［ｒ］－ｄｉ，０｝＋ｍａｘ｛Ａ＋ｐｉ（ｂ＋１）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

２Ｓ［ｒ］＋ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｉ，ｒ＋１）－ｄｊ，０｝

和Ｔｊ（Ｓ′）＋Ｔｉ（Ｓ′）＝ｍａｘ｛Ａ＋ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

Ｓ［ｒ］－ｄｊ，０｝＋ｍａｘ｛Ａ＋ｐｊ（ｂ＋１）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

２Ｓ［ｒ］＋ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｊ，ｒ＋１）－ｄｉ，０｝

注意到，最坏的情况是 Ｔｉ（Ｓ）和 Ｔｊ（Ｓ）都不为
０．因为它包含了Ｔｉ（Ｓ）和Ｔｊ（Ｓ）中有一个为０或者
２个都为０的情形的证明．所以，以下假设 Ｔｉ（Ｓ）和
Ｔｊ（Ｓ）都不为０．由定理１以及ｄｉ≤ｄｊ，有

｛Ｔｊ（Ｓ′）＋Ｔｉ（Ｓ′）｝－｛Ｔｉ（Ｓ）＋Ｔｊ（Ｓ）｝＝（ｂ＋

１）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）（ｐｊ－ｐｉ）＋

ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｊ，ｒ＋１）－ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｉ，ｒ＋１）

≥０
所以在第一种情形下有 ｛Ｔｊ（Ｓ′）＋Ｔｉ（Ｓ′）｝≥

｛Ｔｉ（Ｓ）＋Ｔｊ（Ｓ）｝成立．

情形２　Ａ＋Ｓ［ｒ］＋ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）≥ｄｊ，由式

（１）到式（４）有

Ｔｉ（Ｓ）＋Ｔｊ（Ｓ）＝ｍａｘ｛Ａ＋ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

Ｓ［ｒ］－ｄｉ，０｝＋ｍａｘ｛Ａ＋ｐｉ（ｂ＋１）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋

２Ｓ［ｒ］＋ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｉ，ｒ＋１）－ｄｊ，０｝

和 Ｔｊ（Ｓ′） ＋ Ｔｉ（Ｓ′） ＝ ２Ａ ＋ （ｂ ＋

２）ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）＋３Ｓ［ｒ］＋ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｊ，ｒ＋

１）－ｄｉ－ｄｊ
注意到，最坏的情况是 Ｔｉ（Ｓ）和 Ｔｊ（Ｓ）都不为

０．因为它包含了Ｔｉ（Ｓ）和Ｔｊ（Ｓ）中有一个为０或者
２个都为０的情形的证明．所以，以下假设 Ｔｉ（Ｓ）和
Ｔｊ（Ｓ）都不为０．由定理１以及ｄｉ≤ｄｊ，有

｛Ｔｊ（Ｓ′）＋Ｔｉ（Ｓ′）｝－｛Ｔｉ（Ｓ）＋Ｔｊ（Ｓ）｝＝

（ｂ＋２）ｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ）（ｐｊ－ｐｉ）＋

ｐｉｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｊ，ｒ＋１）－

ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］＋ｐｉ，ｒ＋１）≥０

所以在第二种情形下有 ｛Ｔｊ（Ｓ′）＋Ｔｉ（Ｓ′）｝≥
｛Ｔｉ（Ｓ）＋Ｔｊ（Ｓ）｝成立．

定理５在工件的加工时间和工期满足一致性条
件的情况下，ＥＤＤ规则可以得到问题

１｜ｐｊ［ｒ］＝ｐｊｆ（∑ｒ－１

ｋ＝１
ｐ［ｋ］，ｒ），Ｓｐｓｄ｜Ｔｍａｘ／Ｌｍａｘ的最

优解．
证明 同定理４．

４　结论

本文对具有非线性恶化函数和工件的安装时间

与已加工完工件的实际加工时间有关（即ｐ－ｓ－ｄ）
的排序问题进行了研究．主要对单机的相关目标函
数进行研究．读者可以进一步研究单机的一般情况
下的极小化加权完工时间和，极小化总延误以及极

小化最大延误，以及多机的相关排序问题．
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