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ＣＰｎ（Ａ）的加权 ｂｌｏｗｕｐ及陈 －阮上同调环 ①

林奕武

（广东金融学院 应用数学系，广东 广州５１０２７５）

摘　要：ｏｒｂｉｆｏｌｄ是带有奇点结构的的广义流形，其具有整体的拓扑结构和局部的奇性结构．以加权射影空间 ＣＰｎ（Ａ）
为例子，利用代数几何的方法，对 ｏｒｂｉｆｏｌｄ的奇点进行加权 ｂｌｏｗｕｐ．分析 ｂｌｏｗｕｐ之后其所有奇点集，即 ｓｅｃｔｏｒ的变化．利用
ａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄ的ｄｅＲｈａｍ模型，计算所有ｓｅｃｔｏｒ的奇异上同调．根据阶转移数的变化，计算新的ｏｒｂｉｆｏｌｄ即Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））陈
－阮上同调．最后通过对比得到ｂｌｏｗｕｐ前后陈－阮上同调的关系．
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ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｒｉｎｇｏｆｔｈｅｂｌｏｗｕｐｗａｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｎｄｔｈｅｎｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｗａｓｓｈｏｗｅｄｆｒｏｍｔｈｅＣｈｅｎ－Ｒｕａｎ
ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｒｉｎｇｏｆｔｏｔｈｅｏｎｅｏｆＣＰｎ（Ａ）ｉｔｓｂｌｏｗｕｐ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｗｅｉｇｈｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｐａｃｅ；ｗｅｉｇｈｔｅｄｂｌｏｗｕｐ；Ｃｈｅｎ－Ｒｕａｎｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙ．

　　众所周知，ｏｒｂｉｆｏｌｄ理论涉及数学的众多分
支，如拓扑学，代数几何与弦理论等．上世纪５０
年代，Ｓａｔａｋｅ［１－２］首次在拓扑与微分几何领域中引
进ｏｒｂｉｆｏｌｄ的概念．他视 ｏｒｂｉｆｏｌｄ为光滑流形的推
广，并称之为Ｖ－流形．传统上，ｏｒｂｉｆｏｌｄ被视为带
有奇点的“流形”．如在代数几何中常称 ｏｒｂｉｆｏｌｄ为
带商奇性的簇，即将ｏｒｂｉｆｏｌｄ奇性视为拓扑空间的
内蕴结构．在拓扑中，常常将 ｏｒｂｉｆｏｌｄ奇性视为拓
扑流形上的一个ｏｒｂｉｆｏｌｄ结构，类似于拓扑流形的
光滑结构．对于ｏｒｂｉｆｏｌｄ的奇点，我们可以用多种方
法将其消去．在代数几何中，常用的方法有形变和
解消．对于辛 ｏｒｂｉｆｏｌｄ，Ｇｏｄｉｎｈｏ［３］利用 ｂｌｏｗｕｐ的方

法消去奇点．每次ｂｌｏｗｕｐ之后，奇点的局部子群的
阶数严格变小．那么经过有限次 ｂｌｏｗｕｐ可使得局
部子群的阶数减小到 １，从而达到消去奇点的
目的．

在ｏｒｂｉｆｏｌｄ范畴，也可以得到类似于光滑流形
范畴的ｄｅＲｈａｍ理论，见文献［４］．利用 ｏｒｂｉｆｏｌｄ卡
的局部相容性，可以定义 ｏｒｂｉｆｏｌｄ的 ｄｅＲｈａｍ上同
调．但是，Ｓａｔａｋｅ指出，这样定义的 ｄｅＲｈａｍ上同调
同构于其底空间的平常上同调，即与 ｏｒｂｉｆｏｌｄ的局
部卡结构无关．那么 ｏｒｂｉｆｏｌｄ的 ｄｅＲｈａｍ上同调将
无法刻画ｏｒｂｉｆｏｌｄ的奇性结构．
２００４年，Ｃｈｅｎ－Ｒｕａｎ［５］定义了一种新的
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ｏｒｂｉｆｏｌｄ上同调，即陈－阮上同调．陈 －阮上同调不
但体现了ｏｒｂｉｆｏｌｄ的整体结构，还刻画了ｏｒｂｉｆｏｌｄ局
部上的奇性结构．所以陈 －阮上同调提出之后，引
起了广泛的关注．Ｊｉａｎｇ［６］计算了加权射影空间的
陈－阮上同调．其他如 Ｐｏｄｄａｒ等在陈 －阮上同调
的计算方面也做了一系列的工作．对于 ａｂｅｌｉａｎ
ｏｒｂｉｆｏｌｄ的情形，Ｃｈｅｎ－Ｈｕ［７］引进了 ｄｅＲｈａｍ模
型，很大程度上简化了陈－阮上同调的计算．

Ｏｒｂｉｆｏｌｄ的陈 －阮上同调的与其 ｃｒｅｐａｎｔ解消
的平常上同调有着密切的关系．Ｒｕａｎ［８］猜想，如果
ｏｒｂｉｆｏｌｄ的解消是ｈｙｐｅｒｋａｈｌｅｒ解消，则此ｏｒｂｉｆｏｌｄ的
陈－阮上同调必同构于解消后的平常上同调．本文
对加权射影空间进行加权ｂｌｏｗｕｐ，并研究ｂｌｏｗｕｐ
之后陈－阮上同调的变化．

文章主要部分分为四节，即第一节到第四节．
第一节主要介绍加权射影空间的加权 ｂｌｏｗｕｐ，并
且分析ｂｌｏｗｕｐ之后所有ｓｅｃｔｏｒ的变化．第二节主要
介绍ａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄ的 ｄｅＲｈａｍ模型以及加权射
影空间的陈 －阮上同调．第三节主要计算 ｂｌｏｗｕｐ
之后所有ｓｅｃｔｏｒ的平常上同调环．第四节主要主要
计算ｂｌｏｗｕｐ之后的陈 －阮上同调，并且比较陈 －
阮上同调环在 ｂｌｏｗｕｐ前后的变化．最后得到的结
论是定理４．７．

１　ｂｌｏｗｕｐ及ｓｅｃｔｏｒ的变化

定义１　设Ａ＝（ｑ０，…，ｑｎ）为ｎ＋１元正整数

组，不妨设ｑ０≥ｑ１≥…≥ｑｎ，令Ｖ＝（Ｃ
ｎ＋１），

ρＡ：Ｃ →ＧＬ（ｎ＋１，Ｃ），

ｚ ｄｉａｇ（ｚｑ０，…，ｚｑｎ）
称ＣＰｎ（Ａ）＝Ｖ／ρＡ为一个加权射影空间．

令　Ｊｉ：Ｃ
ｎ→ＣＰｎ（Ａ）

（ｚ０，…，ｚｉ－１，ｚｉ＋１，…，ｚｎ）　［ｚ０，…，ｚｉ－１，１，ｚｉ＋１，
…，ｚｎ］．

其中０≤ｉ≤ｎ．则｛（Ｃｎ，Ｚｑｉ，Ｊｉ）｜０≤ｉ≤ｎ｝

为ＣＰｎ（Ａ）的一个ｏｒｂｉｆｏｌｄ覆盖．
设Ｉ＝｛λ∈Ｓ１｜存在ｉ，使得λｑｉ＝１｝，对于λ

∈Ｉ，记Ｖλ＝｛（ｚ０，…，ｚｎ）∈Ｖ｜若λ
ｑｉ≠１，则ｚｉ＝

０｝，令Ｘλ ＝Ｖ
λ／ρＡλ，其中ρＡλ为ρＡ在Ｖ

λ上的限制．
显然Ｘλ也是一个加权射影空间．

记ｘ＝［１，０，…，０］∈ＣＰｎ（Ａ），Ｉ１＝｛λ∈Ｉ｜

λｑ０≠１｝，Ｉ２＝｛λ∈Ｉ｜λ
ｑ０ ＝１｝．可以把ＣＰｎ（Ａ）

的ｓｅｃｔｏｒ分为２类：
１）不包含ｘ的ｓｅｃｔｏｒ，其全体为｛Ｘλ｜λ∈Ｉ１｝，

２）包含ｘ的ｓｅｃｔｏｒ，其全体为｛Ｘλ｜λ∈Ｉ２｝．

下面在ｘ处对ＣＰｎ（Ａ）进行加权ｂｌｏｗｕｐ．令
Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ）） ＝ ｛（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，

λｎ］）∈ ＣＰ
ｎ（Ａ）×ＣＰｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）｜ｚ

ｑｊ
ａｉｊｉλ

ｑｉ
ａｉｊｊ ＝

ｚ
ｑｉ
ａｉｊｊλ

ｑｊ
ａｉｊｉ，１≤ｉ，ｊ≤ｎ｝．其中ａｉｊ为ｑｉ和ｑｊ的最大公约

数．
Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））还是一个ｏｒｂｉｆｏｌｄ．事实上，令
φｉ：Ｃ

ｎ→Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））

（ｚ０，…，ｚｉ－１，ｚｉ＋１，…，ｚｎ） （［１，ｚ１ｚ０
ｑ１
ｑ０，…，

ｚｉ－１ｚ０
ｑｉ－１
ｑ０，ｚ０

ｑｉ
ｑ０，ｚｉ＋１ｚ０

ｑｉ＋１
ｑ０，…，ｚｎｚ０

ｑｎ
ｑ０］， ［ｚ１，…，ｚｉ－１，１，

ｚｉ＋１，…，ｚｎ］）．则｛（Ｃ
ｎ，Ｚｑｉ，Ｊｉ）｜０≤ ｉ≤ ｎ｝∪

｛（Ｃｎ，Ｚｑｉ，φｉ）｜０≤ｉ≤ｎ｝为Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））的一个

ｏｒｂｉｆｏｌｄ覆盖．
定义ＣＰｎ（Ａ）在ｘ处的加权ｂｌｏｗｕｐ为
μ：Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））→ＣＰｎ（Ａ）
（［ｚ０，ｚ１…，ｚｎ］，［λ１…，λｎ］） ［ｚ０，ｚ１…，ｚｎ］．

这里用代数几何的方法定义了 ＣＰｎ（Ａ）的加
权ｂｌｏｗｕｐ，而Ｇｏｄｉｎｈｏ［３］用辛几何的方法定义了一
般ｏｒｂｉｆｏｌｄ的加权ｂｌｏｗｕｐ，对于ＣＰｎ（Ａ）来说，容易
验证这２种ｂｌｏｗｕｐ是等价的．

设λ∈Ｉ２，且存在ｉ＞０，使得λ
ｑｉ＝１．由于Ｘλ

也为加权射影空间，从而也有 Ｘλ 在 ｘ处的加
权ｂｌｏｗｕｐ

μλ：Ｂｌ（Ｘλ）→Ｘλ．

易 知 μ－１（ｘ） ＝ ＣＰｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）．于 是

μ－１（ｘ）为Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））的一个子ｏｒｂｉｆｏｌｄ．令
Ｊ＝｛λ∈Ｓ１｜存在ｉ＞０，λｑｉ ＝１｝，
Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））的所有 ｓｅｃｔｏｒ都是加权射影空

间，且与Ｊ一一对应，记为｛Ｚλ｜λ∈Ｊ｝．令

Ｊ３ ＝｛λ∈Ｊ｜λ
ｑ０≠１｝．

Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））的ｓｅｃｔｏｒ可分为３类：
１）包含于 Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））＼μ－１（ｘ）的 ｓｅｃｔｏｒ，其

全体为｛Ｘλ｜λ∈Ｉ１｝，

２）不包含于 Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））＼μ－１（ｘ）或 μ－１（ｘ）
的ｓｅｃｔｏｒ，其全体为

｛Ｂｌ（Ｘλ）｜λ∈Ｉ２且存在ｉ＞０，λ
ｑｉ ＝１｝，

３）包含于μ－１（ｘ）的ｓｅｃｔｏｒ，其全体为｛Ｚλ｜λ
∈Ｊ３｝．

接着，由于 Ｘλ为加权射影空间，根据 Ｔ．

Ｋａｗａｓａｋｉ［９］，Ｘλ的奇异上同调群为

Ｈｉ（Ｘλ；Ｑ）＝
Ｑ，　０≤ｉ≤２ｄｉｍＣ（Ｂｌ（Ｘλ））；

０，　其它{
。
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利用 Ｍ－Ｖ序列，根据文献［１０］也可求得
Ｂｌ（Ｘλ）的奇异上同调群为

Ｈｉ（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）＝
Ｑ，ｉ＝０或ｉ＝２ｄｉｍＣ（Ｂｌ（Ｘλ））；

ＱＱ，ｉ＝２ｐ或０＜ｐ＜ｄｉｍＣ（Ｂｌ（Ｘλ））；

０，其它
{

。

２　ａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄ的ｄｅＲｈａｍ模型以
及ＣＰｎ（Ａ）的陈－阮上同调

　　对于一般的ｏｒｂｉｆｏｌｄ，其陈 －阮上同调的乘法
是很复杂的．根据文献［７］，对于 ａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄ，
可以引入 ｄｅＲｈａｍ模型，简化陈 －阮上同调的乘
法计算．其实ｄｅＲｈａｍ模型主要给出了阻碍丛的
形象描述，从而可以清楚地看到陈 －阮上同调的
乘法结构．下面介绍ａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄ的阻碍丛和陈
－阮上同调的乘法．根据文献［７］，对于 ａｂｅｌｉａｎ
ｏｒｂｉｆｏｌｄ，即局部子群都为交换群的 ｏｒｂｉｆｏｌｄ，其阻
碍丛和陈－阮上积可以如下描述：

定义２　若 Ｘ为复 ａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄ，Ｘλ１和 Ｘλ２
为Ｘ的ｓｅｃｔｏｒ，满足Ｘ２（λ１，λ２）≠φ．把法丛ＮＸ２（λ１，λ２）｜Ｘ
分解为线丛的直和，即

ＮＸ２（λ１，λ２）｜Ｘ ＝
ｋ

ｊ＝１
Ｌｊ．

其中，Ｌｊ在局部上为 λ１和 λ２的特征子空间，

特征值分别为ｅｉ２πθ１ｊ和ｅｉ２πθ２ｊ并且
０≤θ１ｊ，θ２ｊ＜１，则称Ｅ（λ１，λ２２）：＝ 

θ１ｊ＋θ２ｊ＞１
Ｌｊ为

Ｘ２（λ１，λ２）上的阻碍丛．

取Ｕ为Ｘ２（λ１，λ２）在Ｘλ１×λ２中的开邻域，Ｕ可视

为Ｘ２（λ１，λ２）在法丛ＮＸ２（λ１，λ２）｜Ｘλ１×λ２中的开邻域．设法丛

投射为

ｐｒ：Ｕ→Ｘ２（λ１，λ２）．

则有Ｔｈｏｍ同态

Θ：Ｈ（Ｘ２（λ１，λ２））→Ｈ
（Ｘλ１·λ２）

α ｐｒ（α）∧Θ（λ１，λ２）．

其中，Θ（λ１，λ２）为法丛 ＮＸ２（λ１，λ２）｜Ｘλ１×λ２的 Ｔｈｏｍ类．方

便起见，把α∧Θ（λ１，λ２）简记为α∧Θ（λ１，λ２）．

定义３　设 Ｘ为复 ａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄ，Ｘλ１和 Ｘλ２
为 Ｘ的 ｓｅｃｔｏｒ，对于任意 α∈ Ｈ（Ｘλ１），β∈

Ｈ（Ｘλ２），其陈阮上积定义为

α∪ＣＲβ＝
０， Ｘ２（λ１，λ２）＝φ；

ｅ１（α）∧ｅ２（β）∧ｅ（Ｅ
２
（λ１，λ２））∧Θ（λ１，λ２）， Ｘ

２
（λ１，λ２）＝φ

{ ．

其中，ｅ１：Ｘ
２
（λ１，λ２）→ Ｘλ１，ｅ２：Ｘ

２
（λ１，λ２）→ Ｘλ２为嵌入，

ｅ（Ｅ２（λ１，λ２））为阻碍丛的 Ｅｕｌｅｒ类，Θ（λ１，λ２）对应的
Ｔｈｏｍ类．
２００３年，Ｊｉａｎｇ［６］计算了加权射影空间的陈 －

阮上同调．之后，Ｃｈｅｎ和 Ｈｕ［７］利用 ｄｅＲｈａｍ模型
清晰的给出了加权射影空间的陈 －阮上同调的环
结构．

令Ｘ＝ＣＰｎ（Ａ），Ａ＝（ｑ０，…，ｑｎ）．取 Ｉ＝｛λ

∈Ｓ１｜存在ｉ，使得λｑｉ＝１｝．对任意λ∈Ｉ，令Ｘλ
＝｛［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］∈ＣＰ

ｎ（Ａ）｜若λｑｉ≠１，则ｚｉ＝
０｝．则｛Ｘλ｜λ∈Ｉ｝为所有的ｓｅｃｔｏｒ．根据Ｃｈｅｎ和

Ｈｕ［７］，陈－阮上同调ＨＣＲ（Ｘ；Ｑ）＝
λ∈Ｉ
Ｈ（Ｘλ；Ｑ），

且其环结构，即陈－阮上积如下：
对任意 ξｋ１∈ Ｈ（Ｘλ１；Ｑ），ξ

ｋ
２∈ Ｈ（Ｘλ２；Ｑ），

ξｋ１∪ＣＲξ
ｋ
２ ＝ξ

ｋ＋ｌ＋ｍ ∈ Ｈ（Ｘλ１×λ２；Ｑ）．其中，ξ为

Ｈ（Ｘλ１×λ２；Ｑ）的生成元，ｍ＝∑
ｎ

ｉ＝０
［
１
２π
Ａｒｇ（λｑｉ１）＋

１
２π
Ａｒｇ（λｑｉ２）］，［

１
２π
Ａｒｇ（λｑｉ１）＋

１
２π
Ａｒｇ（λｑｉ２）］为不

大于
１
２π
Ａｒｇ（λｑｉ１）＋

１
２π
Ａｒｇ（λｑｉ２）的最大整数．

例 １　令 Ｘ ＝ＣＰｎ（６，４，３，２），则 Ｉ＝｛１，

ｅ
１
６×２πｉ，ｅ

１
４×２πｉ，ｅ

１
３×２πｉ，ｅ

１
２×２πｉ，ｅ

２
３×２πｉ，ｅ

３
４×２πｉ，ｅ

５
６×２πｉ｝．按

顺序记为λ１，…，λ８，其中Ｉ１＝｛λ３，λ７｝，Ｉ２＝｛λ１，
λ２，λ４，λ５，λ６，λ８｝．所有ｓｅｃｔｏｒ为

Ｘλ１ＣＰ
ｎ（６，４，３，２），

Ｘλ２Ｘλ８｛［ｚ０，ｚ１，ｚ２，ｚ３］∈ＣＰ
ｎ（６，４，３，２）

｜ｚ１ ＝ｚ２ ＝ｚ３ ＝０｝｛｝，

Ｘλ３Ｘλ７｛［ｚ０，ｚ１，ｚ２，ｚ３］∈ＣＰ
ｎ（６，４，３，２）

｜ｚ０ ＝ｚ２ ＝ｚ３ ＝０｝｛｝，

Ｘλ４Ｘλ６｛［ｚ０，ｚ１，ｚ２，ｚ３］∈ＣＰ
ｎ（６，４，３，２）

｜ｚ１ ＝ｚ３ ＝０｝ＣＰ
ｎ（６，３），

Ｘλ５｛［ｚ０，ｚ１，ｚ２，ｚ３］∈ＣＰ
ｎ（６，４，３，２）｜ｚ２＝

０｝ＣＰｎ（６，４，２）．
对于ξｋ１∈Ｈ（Ｘλ１；Ｑ），η∈Ｈ

（Ｘλｉ；Ｑ），１≤ｉ

≤８，ξｋ１∪ＣＲη＝ξ
ｋ
ｉ×η∈ Ｈ（Ｘλｉ；Ｑ）．其中 ξｉ为

Ｈ（Ｘλｉ；Ｑ）的生成元；

对于 ξｋ４∈ Ｈ（Ｘλ４；Ｑ），对于 ξ
ｌ
５∈ Ｈ（Ｘλ５；

Ｑ），则

ξｋ４∪ＣＲξ
ｌ
５ ＝

１，ｋ＝ｌ＝０；
０，ｋ＞０或ｌ＞０{ ．

对于 １∈ Ｈ（Ｘλ４；Ｑ），１∪ＣＲ１ ＝ ξ６ 为
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Ｈ（Ｘλ６；Ｑ）的生成元；

对于 １∈ Ｈ（Ｘλ５；Ｑ），１∪ＣＲ１ ＝ ξ１ 为

Ｈ（Ｘλ１；Ｑ）的生成元．

３　ｂｌｏｗｕｐ后 ｓｅｃｔｏｒ的 ｄｅＲｈａｍ上
同调

　　接着讨论 Ｈ（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）的环结构．先计算

Ｂｌ（ＣＰｎ）的上同调，然后利用 Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ）；Ｑ）
的环 结 构 来 计 算 Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））；Ｑ）以 及
Ｈ（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）的环结构．

令ｘ＝［１，０，…，０］，则 ＣＰｎ在 ｘ处的平常
ｂｌｏｗｕｐ为

Ｂｌ（ＣＰｎ） ＝｛（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］）

∈ＣＰｎ×ＣＰｎ－１｜ｚｉλｊ＝ｚｊλｉ，１≤ｉ，ｊ≤ｎ｝．
令

Ｅ＝｛（ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ，［λ１，…，λｎ］）∈ Ｃ
ｎ＋１ ×

ＣＰｎ－１｜ｚｉλｊ＝ｚｊλｉ，１≤ｉ，ｊ≤ｎ｝．
则

μ：Ｅ→ＣＰｎ－１

（ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ，［λ１，…，λｎ］） ［λ１，…，λｎ］

为秩２的向量丛，并且 Ｂｌ（ＣＰｎ）为 Ｅ的投射化，
即Ｂｌ（ＣＰｎ）Ｐ（Ｅ）．可以验证

ＥＣＰｎ－１（１）#Ｅ２，其中ＣＰｎ－１（１）为ＣＰ
ｎ－１

上的典型复线丛，Ｅ２为ＣＰ
ｎ－１上的平凡线丛．所以

陈类ｃ１（Ｅ）＝ｃ１（ＣＰｎ－１（１）），ｃ２（Ｅ）＝０．令
Ｓ＝｛（ｖ０，ｖ１，…，ｖｎ，［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，

λｎ］）∈Ｃ
ｎ×Ｂｌ（ＣＰｎ）｜ｚｉｖｊ＝ｚｊｖｉ，０≤ｉ，ｊ≤ｎ｝．

则

ｐ＇：Ｓ→Ｂｌ（ＣＰｎ）
（ｖ０，ｖ１，…，ｖｎ，［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］）

（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］）
为Ｐ（Ｅ）的万有子丛，并且下图表示拉回，

Ｓ → ＣＰｎ－１（１）

ｐ＇↓ ↓ｐ

Ｂｌ（ＣＰｎ） →
μ

ＣＰｎ

图１　ｐ和μ的拉回

于是ｃ１（Ｓ）＝μ（ｃ１（ＣＰｎ－１（１）））．根据文献
［１１］６０６页命题
Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ）；Ｑ）Ｈ（ＣＰｎ－１；Ｑ）［ｃ１（Ｓ）］／

［ｃ１（Ｓ）
２－ｃ１（Ｓ）ｃ１（ＣＰｎ－１（１））］Ｚ［ξ，η］／［η

ｎ－

ξη］．
现 在 计 算 Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））；Ｑ） 以 及

Ｈ（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）的环结构．令

ｐＡ：Ｂｌ（ＣＰ
ｎ）→Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））

（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］） （［ｚｑ００，ｚ
ｑ１
１，

…，ｚｑｎｎ］，［λ
ｑ１
１，…，λ

ｑｎ
ｎ］）．

于是Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））＝Ｂｌ（ＣＰｎ）／ＧＡ，其中 ＧＡ ＝Ｚｑ０
×… ×Ｚｑｎ且对于任意ξ０∈Ｚｑ０，

ξｉ∈Ｚｑｉ，ｉ＞０和（［ｚ０，ｚ１…，ｚｎ］，［λ１…，λｎ］）

∈Ｂｌ（ＣＰｎ），有

ξ０×（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］）＝（［ξ０ｚ０，
ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］），

ξｉ×（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］）＝（［ｚ０，
…，ξｉｚｉ，…，ｚｎ］，［λ１，…，ξｉλｉ，…，λｎ］）．

因此有环同构

ｐＡ：Ｈ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ） → Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ）；

Ｑ）ＧＡ．
而Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ）；Ｑ）的元素在 ＧＡ作用下不

变，所以

ｐＡ：Ｈ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ） → Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ）；

Ｑ）ＧＡ

为环同构．由上面的讨论知，可利用投射丛

μ１：Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））→ＣＰｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）

（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｎ］，［λ１，…，λｎ］） ［λ１，…，λｎ］

来计算Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））；Ｑ）的环结构，如下
命题

命 题 １　Ｈ（Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））；Ｑ） ＝ Ｑ［ｋ，
ｈ］／［ｈｎ，ｋ２－ｋｈ］，其中ｈ＝μ１（η），ｋ＝μ（ξ），η

和 ξ 分 别 为 Ｈ２（ＣＰｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）；Ｑ） 和

Ｈ２（ＣＰｎ（Ａ）；Ｑ）的生成元．
若λ∈Ｉ２，且存在ｉ≥１，λ

ｑｉ＝１由于Ｘλ在ｘ
处也有加权ｂｌｏｗｕｐ

μλ：Ｂｌ（Ｘλ）→Ｘλ．

所以，同样的有 Ｈ（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ） ＝Ｑ［ｋ，

ｈ］／［ｈｒ，ｋ２－ｋｈ］，其中ｒ＝ｄｉｍＣ（Ｘλ），ｋ和ｈ分别

为 Ｈ（Ｘλ；Ｑ）和 Ｈ（μ－１λ（ｘ）；Ｑ）的生成元在

Ｈ（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）上的拉回．
为了计算陈 －阮上同调，还需要考虑子空间

法丛的的第一陈类．对于加权射影空间 ＣＰｒ（Ｂ），
其中Ｂ＝（ａ０，…，ａｒ）为ｒ＋１元正整数组，取ｘ＝

［１，０，…，０］∈ＣＰｒ（Ｂ），设

μ：Ｂｌ（ＣＰｒ（Ｂ））→ＣＰｒ（Ｂ）
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为ＣＰｒ（Ｂ）在ｘ处的加权ｂｌｏｗｕｐ．令
Ｘｉ＝｛［ｚ０，ｚ１，…，ｚｒ］∈ＣＰ

ｒ（Ｂ）｜ｚｉ＝０｝，１≤
ｉ≤ｒ，

Ｙｉ＝｛［λ１，…，λｒ］∈ＣＰ
ｒ－１（ａ１，…，ａｒ）｜λｉ＝

０｝，１≤ｉ≤ｒ，
Ｆ ＝ ｛（［ｚ０，ｚ１，…，ｚｒ］， ［λ１，…，λｒ］） ∈

Ｂｌ（ＣＰｒ（Ｂ）｜ｚ０ ＝… ＝ｚｉ－１ ＝ｚｉ＋１ ＝… ＝ｚｒ＝０
或λ１ ＝… ＝λｉ－１ ＝λｉ＋１ ＝… ＝λｒ＝０｝

Ｋ＝｛［λ１，…，λｒ］∈ＣＰ
ｒ－１（ａ１，…，ａｒ）｜λ１＝

… ＝λｉ－１ ＝λｉ＋１ ＝… ＝λｒ＝０｝．
则Ｘｉ在ｘ处也有加权ｂｌｏｗｕｐ
μλ：Ｂｌ（Ｘｉ）→Ｘｉ．
由于下图是拉回，

Ｂｌ（ＣＰｒ（Ｂ））＼Ｆ → ＣＰｒ－１ａ１，…，ａｒ）

ｑ＇↓ ↓ｑ

Ｂｌ（Ｘｉ）
μ
→
１

Ｙｉ

图２　ｑ和μ１的拉回

其中ｑ，ｑ＇为法丛投射．所以有
命题２　ｃ１（ＮＢｌ（Ｘｉ）｜Ｂｌ（ＣＰｎ（Ｂ）））＝

μ１ｃ１（Ｎｐ－１ｉ（ｘ）｜μ－１（ｘ））．

４　ｂｌｏｗｕｐ后的陈－阮上同调

考察下面短正合序列：

０→ＨＣＲ（ＣＰ
ｎ（Ａ）；Ｑ）／ＨＣＲ（ｘ；Ｑ）

μ
→


ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ）

ｊ
→


ＨＣＲ（ＣＰ
ｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）；

Ｑ）→０
其中，对于μ，
１）若λ∈Ｉ１，μ 在Ｈ（Ｘλ；Ｑ）上的限制为

ｉｄ：Ｈ（Ｘλ；Ｑ）→Ｈ
（Ｘλ；Ｑ）；

２）若λ∈Ｉ２，且存在ｉ＞０，使得λ
ｑｉ ＝１，则

μ 在Ｈ（Ｘλ；Ｑ）上的限制为

μλ：Ｈ
（Ｘλ；Ｑ）→Ｈ

（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）；

对于ｊ，
１）若λ∈Ｉ１，则ｊ 在Ｈ（Ｘλ；Ｑ）上的限制为

ｊ：Ｈ（Ｘλ；Ｑ）→０；

２）λ∈Ｉ２，且存在ｉ＞０，使得λ
ｑｉ ＝１，则ｊ

在Ｈ（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）上的限制为嵌入
ｊλ：Ｚλ→Ｂｌ（Ｘλ）诱导的同态

ｊλ：Ｈ
（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）→Ｈ

（Ｚλ；Ｑ）；

３）若λ∈Ｊ３，则ｊ在Ｈ（Ｚλ；Ｑ）上的限制为

ｉｄ：Ｈ（Ｚλ；Ｑ）→Ｈ
（Ｚλ；Ｑ）．

对于任意λ∈Ｉ２，且存在ｉ＞０，使得λ
ｑｉ＝１．

由于Ｘλ，Ｂｌ（Ｘλ）和Ｚλ具有相同的阶转移数，因此

μ和ｊ都保持阶转移数．容易证明以上序列是一
个群同态的正合序列，所以有同调群同构

φ：ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ） → ＨＣＲ（ＣＰ

ｎ（Ａ）；

Ｑ）／ＨＣＲ（ｘ；Ｑ）#ＨＣＲ（ＣＰ
ｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）；Ｑ）．

现 在 通 过 ６ 个 引 理， 分 步 讨 论

ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ）的环结构．最后总结为定

理１．
在下面引理１～６中，为了方便，当λ∈Ｉ时，

记 Ｈ２（Ｘλ；Ｑ）的生成元为 ξλ；当 λ∈ Ｊ时，记

Ｈ２（Ｚλ；Ｑ）的生成元为ηλ．则当λ∈Ｉ２且存在ｉ＞

０，λｑｉ ＝１时，Ｈ２（Ｂｌ（Ｘλ）；Ｑ）的生成元为μ
（ξλ）

和μ１（ηλ）．其中μ：Ｂｌ（Ｘλ）→Ｘλ为加权ｂｌｏｗｕｐ，
μ１：Ｂｌ（Ｘλ）→Ｚλ为投射丛投射．

引理１　对于 ξｋλ１∈ Ｈ
２ｋ（Ｘλ１；Ｑ），μ


１（η

ｌ
λ２）∈

Ｈ２ｌ（Ｂｌ（Ｘλ２）；Ｑ），其中λ１∈ Ｉ１，λ２∈ Ｉ２，且存在 ｉ

＞０，λｑｉ２ ＝１，则ξ
ｋ
λ１∪ＣＲμ１（η

ｌ
λ２）＝ξ

ｋ
λ１∪ＣＲξ

ｌ
λ２∈

Ｈ（Ｘλ１？λ２；Ｑ）．

引理 ２　 对 于 ξｋλ１ ∈ Ｈ２ｋ（Ｘλ１；Ｑ），η
ｌ
λ３ ∈

Ｈ２ｌ（Ｚλ３；Ｑ），其中λ１∈Ｉ１，λ３∈Ｊ３，则

ξｋλ１∪ＣＲη
ｌ
λ３ ＝０．

引理３　对于 μ（ξｋλ２）∈ Ｈ
２ｋ（Ｂｌ（Ｘλ２）；Ｑ），

μ１（η
ｌ
λ＇２）∈Ｈ

２ｌ（Ｂｌ（Ｘλ２）；Ｑ），其中

λ２，λ＇２∈Ｉ２，且存在ｉ，ｊ＞０，λ
ｑｉ
２ ＝１，（λ＇２）

ｑｉ＝

１，则μ（ξｋλ２）∪ＣＲμ１（η
ｌ
λ＇２）

＝μ（ξｋλ２∪ＣＲξ
ｌ
λ＇２）∈Ｈ

（Ｂｌ（Ｘλ２）；Ｑ）

引理４　对于μ（ξｋλ２）∈Ｈ
２ｋ（Ｂｌ（Ｘλ２）；Ｑ），η

ｌ
λ２

∈Ｈ２ｌ（Ｚλ３；Ｑ），其中λ２∈Ｉ２，λ３∈Ｊ３，且存在ｉ＞

０，λｑｉ２ ＝１，则μ（ξ
ｋ
λ２）∪ＣＲη

ｌ
λ３ ＝０．

引理５　μ：ＨＣＲ（ＣＰ
ｎ（Ａ）；Ｑ）／ＨＣＲ（ｘ；Ｑ）→

ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ）为环同态．

引理６　ｊ：ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ）→ＨＣＲ（ＣＰ

ｎ－１

（ｑ１，…，ｑｎ）；Ｑ）为环同态．

定理７　对于加权射影空间ＣＰｎ（Ａ），Ａ＝（ｑ０，

…，ｑｎ），ｘ＝［１，０，…，０］∈ＣＰ
ｎ（Ａ）．

设μ：Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））→ＣＰｎ（Ａ）为ＣＰｎ（Ａ）在ｘ
处的加权ｂｌｏｗｕｐ．则Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））的陈－阮上同调
为

ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ）  ＨＣＲ（ＣＰ

ｎ（Ａ）；
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Ｑ）／ＨＣＲ（ｘ；Ｑ）#ＨＣＲ（ＣＰ
ｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）；Ｑ）．

其环结构如引理１～６．
现在对例 １的 Ｘ ＝ ＣＰ３（６，４，３，２）进行

ｂｌｏｗｕｐ．
例２　记 Ｂｌ（Ｘ）＝Ｂｌ（ＣＰ３（６，４，３，２）），则 Ｉ１

保持不变，Ｉ２少了λ２，λ８，

Ｊ３＝｛ｅ
１
４×２πｉ，ｅ

３
４×２πｉ｝．记为Ｊ３ ＝｛λ９，λ１０｝．因

此ｂｌｏｗｕｐ之后，Ｘλ２，Ｘλ８消失了，Ｘλ３，Ｘλ７保持不
变，Ｘλ１，Ｘλ４Ｘλ５，Ｘλ６被ｂｌｏｗｕｐ，增加了Ｘλ９，Ｘλ１０．并
且

Ｘλ９Ｘλ１０｛（［ｚ０，ｚ１，ｚ２，ｚ３］，［ｘ１，ｘ２，ｘ３］）∈
Ｂｌ（Ｘ）｜ｚ１ ＝ｚ２ ＝ｚ３ ＝ｘ１ ＝ｘ３ ＝０｝｛｝．

对于 μ（ξ１）∈ Ｈ（ＢｌＸλ( )
１
；Ｑ），μ１（η５）∈

Ｈ（ＢｌＸλ( )
５
；Ｑ）

μ（ξ１）∪ＣＲμ１（η５）＝μ（ξ２５）∈Ｈ
（ＢｌＸλ( )

５
；

Ｑ）；
对于 μ（η１）∈ Ｈ（ＢｌＸλ( )

１
；Ｑ），μ１（ξ５）∈

Ｈ（ＢｌＸλ( )
５
；Ｑ），

μ（η１）∪ＣＲμ１（ξ５）＝μ（ξ２５）∈Ｈ
（ＢｌＸλ( )

５
；

Ｑ）；
对于μ１（ξ５），μ（η５）∈Ｈ（ＢｌＸλ( )

５
；Ｑ），

μ（η５）∪ＣＲμ１（ξ５）＝μ（ξ３１）∈Ｈ
（ＢｌＸλ( )

１
；

Ｑ）．
其中，μ（ξｉ），μ１（ηｉ）为 Ｈ（ＢｌＸλ( )

ｉ
；Ｑ）的

生成元，ｉ＝１，５．

５　结论

对于加权射影空间ＣＰｎ（Ａ），Ａ＝（ｑ０，…，ｑｎ），

和ｘ＝［１，０，…，０］∈ＣＰｎ（Ａ）．在ｘ处对ＣＰｎ（Ａ）
进行加权ｂｌｏｗｕｐ，μ：Ｂｌ（ＣＰｎ（Ａ））→ ＣＰｎ（Ａ）．在
几何上来看，相当于从 ＣＰｎ（Ａ）中把 ｘ挖掉，再补
上低一维加权射影空间 ＣＰｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ），便得

ｂｌｏｗｕｐＢｌ（ＣＰｎ（Ａ））．而 ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ）在

群结构上来看，刚好是从 ＨＣＲ（ＣＰ
ｎ（Ａ）；Ｑ）模掉

ＨＣＲ（ｘ；Ｑ），再直和上 ＨＣＲ（ＣＰ
ｎ－１（ｑ１，…，ｑｎ）；Ｑ）．

ＨＣＲ（Ｂｌ（ＣＰ
ｎ（Ａ））；Ｑ）的环结构稍微复杂一点，如

引理１～６所示．

参考文献：

［１］ＳａｔａｋｅＩ．Ｏｎａｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｏｔｉｏｎｏｆｍａｎｉｆｏｌｄ．

［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｏｆ

ｔｈｅＵｎｉｔｅｄＳｔａｔｅｓｏｆＡｍｅｒｉｃａ，１９５６，４２（６）：３５９－３６３．

［２］ＳａｔａｋｅＩ．ＴｈｅＧａｕｓｓ－ＢｏｎｎｅｔｔｈｅｏｒｅｍｏｆＶ－ｍａｎｉｆｏｌｄ

［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆＪａｐａｎ，１９５７，９（４）：４６４

－４９２．

［３］ＧｏｄｉｎｈｏＬ，Ｂｌｏｗｉｎｇｕｐｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｏｒｂｉｆｏｌｄｓ［Ｊ］．Ａｎｎａｌｓｏｆ

ＧｌｏｂａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＧｅｏｍｅｔｒｙ，２００１，２０（２）：１１７－１６２．

［４］ＡｄａｍＡ，ＬｅｉｄａＪ，ＲｕａｎＹＢ．Ｏｒｂｉｆｏｌｄｓａｎｄｓｔｒｉｎｇｙｔｏｐｏｌｏｇｙ

［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２００７．

［５］ＣｈｅｎＷ ，ＲｕａｎＹ．Ａｎｅｗｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｔｈｅｏｒｙｏｆｏｒｂｉｆｏｌｄ

［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２００４，

２４８（１）：１－３１．

［６］ＪｉａｎｇＹＦ．ＴｈｅＣｈｅｎ－Ｒｕａｎｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＣａｎａｄｉａｎＪｏｕｒｎａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

２００７，５９（５）：９８１－１００７．

［７］ＣｈｅｎＢ，ＨｕＳ．ＡｄｅＲｈａｍ ｍｏｄｅｌｆｏｒＣｈｅｎ－Ｒｕａｎ

ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｒｉｎｇｏｆａｂｅｌｉａｎｏｒｂｉｆｏｌｄｓ，［Ｊ］．Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ

Ａｎｎａｌｅｎ，２００６，３３６（１）：５１－７１．

［８］ ＲｕａｎＹ．Ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｒｉｎｇｏｆｃｒｅｐａｎｔｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ

ｏｒｂｉｆｏｌｄｓ［Ｃ］／／Ｇｒｏｍｏｖ－Ｗｉｔｔｅｎｔｈｅｏｒｙｏｆｓｐｉｎｃｕｒｖｅｓ

ａｎｄ ｏｒｂｉｆｏｌｄｓ．Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ： Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｓｏｃｉｅｔｙ，２００６．

［９］ＫａｗａｓａｋｉＴ．Ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｏｆｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｓｐａｃｅｓａｎｄ

ｌｅｎｓｃｏｍｐｌｅｘｅｓ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅＡｎｎａｌｅｎ，１９７３，２０６

（３）：２４３－２４８．

［１０］林奕武．ＣＰｎ（Ｑ）的加权 ｂｌｏｗｕｐ及陈 －阮上同调群

［Ｊ］．中山大学学报，２００９，４８（２）：１－４．

［１１］ＧｒｉｆｆｉｔｈｓＰ，ＨａｒｒｉｓＪ，Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｇｅｏｍｅｔｒｙ

［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｗｉｌｅｙ－Ｉｎｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅ，１９９４．

０２１


