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分数阶 Ｌ̈ｕ混沌系统的同步控制新方法研究 ①

谭文，罗健，吕明阳，陈敏

（湖南科技大学 信息与电气工程学院，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　要：应用分数阶系统稳定性理论，针对 Ｌ̈ｕ分数阶混沌系统，设计了一种同步控制新方法．仅在分数阶混沌响应系
统中添加一个控制器，便可使该系统之间达成有效同步．为了提高通信系统的保密性，实现复杂的非周期信息的安全传输，
基于混沌模拟通信技术，将该方案应用到混沌掩盖保密通信中．在接收端利用同步后的混沌信号进行去掩盖，从而恢复出
有用信息．同时给出了理论分析与数值仿真结果．
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　　混沌同步的概念与方法由 Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ提
出之后［１］，众多学者展开了对混沌的深入研究，并

提出了不同类型的同步控制策略［２－６］，发现在分数

阶系统同样存在混沌与超混沌现象．因为分数阶系
统更具普遍性和更大的密钥空间，所以，分数阶混

沌系统的同步控制有很好的应用前景．文献［２－
３］采用滑模主动控制方法实现混沌同步，文献［４］

研究了一个超混沌系统特性，发现阶数为２．８８时
便出现混沌现象．Ａｒｍａｎ利用卡尔曼滤波器对分数
阶混沌系统的同步通讯特性做了分析［５］；ＤＥＮＧ将
分数阶同步控制应用于多媒体保密通讯［６］．虽然
上述方法能够实现混沌系统之间的同步，但是需要

设计至少２个控制器，导致系统更加复杂，使用成
本提高．另据文献分析发现，在保密通信中研究简
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单周期信号较多，而复杂的非周期信号相对较少．
在信号传输过程，利用混沌信号作载体来隐藏需要

传送的简单周期信号，保密性低．实际通讯中，待发
射的信号随机性强，因此开展复杂非周期信号在混

沌保密通信中的研究具有较好的理论意义与实际

应用价值［７－１０］．
为此，本文首先针对 Ｌ̈ｕ分数阶混沌系统，仅在

对应的响应系统中添加单个控制输入，便可实现状

态同步，极大地节省了控制成本．随后，基于混沌隐
藏技术，对混沌保密通信方式进行了研究．

１　分数阶微分描述及其逼近特性

目前分数阶微分定义有几种，本文利用经典的

Ｃａｐｕｔｏ定义［１１］：

Ｄαｘ（ｔ）＝Ｊ
ｎ－αｘ（ｎ）（ｔ），α＞０． （１）

式中，ｎ为首个不小于 α的整数，Ｊβ是 β阶
Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ积分算子，表述如下：

Ｊβｙ（ｔ）＝ １
Г（β）∫

ｔ

０

ｙ（τ）
（ｔ－τ）１－β

ｄτ． （２）

式中，Г（·）为伽马函数，０＜β≤１．
若设所研究的分数阶系统为

ｄｑＸ１
ｄｔｑ

＝Ｆ（Ｘ１）． （３）

式中，Ｘ１∈ Ｒ
ｎ×１，Ｆ（Ｘ１）＝（ｆ１（Ｘ１），ｆ２（Ｘ１），…，

ｆｎ（Ｘ１））
Ｔ，同时ｑ∈（０，１］．设系统（３）为零，即

Ｆ（Ｘ１）＝０． （４）
则对应的响应系统为

ｄｑＸ２
ｄｔｑ

＝Ｆ（Ｘ２）＋ｕ（ｔ）． （５）

式中，Ｘ２∈Ｒ
ｎ×１，ｕ（ｔ）为控制输入信号．

若系统（３）与系统（４）之间的误差为 ｅ（ｔ）＝
Ｘ１（ｔ）－Ｘ２（ｔ），则误差系统表达式为

ｄｑｅ
ｄｔｑ
＝Ｆ（Ｘ１）－Ｆ（Ｘ２）－ｕ（ｔ）． （６）

Ｍａｔｉｇｎｏｎ研究了分数阶系统稳定的充分必要
条件［１２］．其问题本质是将系统同步变换成误差系
统的稳定性分析．为便于后续分析，先给出相关稳
定性的定理．

引理１　系统（３）渐近稳定，当且仅当对任意
特征值λ，均满足

｜ａｒｇ（λ）｜＞ｑπ／２． （７）

那么，ｑ＞２ａｒｃｔａｎ（｜ｌｍ（λ）Ｒｅ（λ）
｜）／π时，系统（３）存在

混沌现象．阶次为 ｑ的分数阶系统，其稳定区域见

图１．明显地，对于系统状态变量，当特征值 λ使
｜ａｒｇ（λ）｜＞ｑπ／２，那么系统（３）便渐近稳定．不
难发现，分数阶混沌系统与对应的整数阶混沌系统

Ｘ１ ＝Ｆ（Ｘ１）． （８）
比较，其稳定区间要大．

推论１　若整数阶混沌系统是稳定的，那么其
对应的分数阶混沌系统渐近稳定．

图１　分数阶系统的稳定区域

２　分数阶 Ｌ̈ｕ混沌系统描述

分数阶 Ｌ̈ｕ混沌系统可表述如下：
ｄαｘ１
ｄｔα

＝ａ（ｙ１－ｘ１）；

ｄαｙ１
ｄｔα

＝－ｘ１ｚ１＋ｂｙ１；

ｄαｚ１
ｄｔα

＝ｘ１ｙ１－ｃｚ１













 ．

（９）

式中，ａ＝３５，ｂ＝２８，ｃ＝３；若系统（９）右边均为零，
则计算出系统的 ３个平衡点为 Ｓ０＝（０，０，０），
Ｓ１＝（９．１６５２，９．１６５２，２８），Ｓ２ ＝（－９．１６５２，
－９１６５２，２８）．
对应的雅克比矩阵为

Ｊ＝
－３５ ３５ ０
－ｚ ２８ －ｘ
ｙ ｘ －









３

． （１０）

上述平衡点对应特征值如下，Ｓ０处：λ１ ＝３５，
λ２ ＝－２８，λ３ ＝３；Ｓ１处：λ１ ＝－１９．７５３６，λ２ ＝
４８７６８＋１６．５４９５ｉ，λ３ ＝４．８７６８－１６．５４９５ｉ；Ｓ２
处：λ１ ＝－１９．７５３６，λ２ ＝４．８７６８＋１６．５４９５ｉ，λ３
＝４．８７６８－１６．５４９５ｉ．根据引理１得知，若 α＞
２ａｒｃｔａｎ（１６．５４９５／４．８７６８）／π≈０．８２，也即０．８２
＜α＜１时，分数阶 Ｌ̈ｕ混沌系统存在混沌现象．图
２呈现了α＝０．９时混沌吸引子相图，很清楚可以
看到该系统确实出现了混沌现象．

０６
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图２　分数阶混沌Ｌü系统的吸引子（α＝０．９）

３　分数阶 Ｌ̈ｕ混沌系统同步
为了实现系统同步，接下来研究控制器的设计

问题．将系统（９）当作驱动系统，其对应的响应系
统为

ｄαｘ２
ｄｔα

＝ａ（ｙ２－ｘ２）；

ｄαｙ２
ｄｔα

＝－ｘ２ｚ２＋ｂｙ２＋ｕ１；

ｄαｚ２
ｄｔα

＝ｘ２ｙ２－ｃｚ２











 ．

（１１）

式中，ｕ１是输入信号．目标是实现系统（９）和系统
（１１）之间的同步，令系统误差为

ｅ１ ＝ｘ１－ｘ２；
ｅ２ ＝ｙ１－ｙ２；
ｅ３ ＝ｚ１－ｚ２

{
．

（１２）

将式（９）和（１１）代入式（１２），则误差动态方
程组为

ｄαｅ１
ｄｔα

＝ａ（ｅ２－ｅ１）；

ｄαｅ２
ｄｔα

＝－ｚ１ｅ１＋ｂｅ２－ｘ２ｅ３－ｕ１；

ｄαｅ３
ｄｔα

＝－ｃｅ３＋ｘ２ｅ２＋ｙ１ｅ１











 ．

（１３）

下面研究３种不同的控制信号作用情形．
若控制信号为

ｕ１ ＝ｅ１ｚ１＋ｘ２ｅ３－２ｂｅ２． （１４）
将式（１４）代入式（１３），有：

ｄαｅ１
ｄｔα

＝ａ（ｅ２－ｅ１）；

ｄαｅ２
ｄｔα

＝－ｂｅ２；

ｄαｅ３
ｄｔα

＝－ｃｅ３＋ｘ２ｅ２＋ｙ１ｅ１













 ．

（１５）

而其相应的整数阶误差系统为

ｄｅ１
ｄｔ＝ａ（ｅ２－ｅ１）；

ｄｅ２
ｄｔ＝－ｂｅ２；

ｄｅ３
ｄｔ＝－ｃｅ３＋ｘ２ｅ２＋ｙ１ｅ１











 ．

（１６）

对系统（１６）采用线性化处理，得到雅克比矩
阵为

Ａ＝
－ａ ａ ０
０ －ｂ ０
ｙ１ ｘ２









－ｃ
． （１７）

显然，矩阵 Ａ的特征根为 －ａ，－ｂ，－ｃ．因为
ａ，ｂ，ｃ取值均大于零，特征根均小于零，于是系统
（１６）稳定．根据推论１得出，分数阶误差系统（１５）
渐近稳定．即当 ｔ→∞时，ｅ１（ｔ），ｅ２（ｔ）和 ｅ３（ｔ）均
趋近零，２个分数阶 Ｌ̈ｕ混沌系统可以实现有效
同步．

若控制信号为

ｕ１ ＝ｅ１ｚ１＋ｘ２ｅ３－ｂｅ２． （１８）
将式（１８）代入式（１３），得到误差系统：

ｄαｅ１
ｄｔα

＝ａ（ｅ２－ｅ１）；

ｄαｅ２
ｄｔα

＝０；

ｄαｅ３
ｄｔα

＝－ｃｅ３＋ｘ２ｅ２＋ｙ１ｅ１













 ．

（１９）

其对应的整数阶误差系统为

ｄｅ１
ｄｔ＝ａ（ｅ２－ｅ１）；

ｄｅ２
ｄｔ＝０；

ｄｅ３
ｄｔ＝－ｃｅ３＋ｘ２ｅ２＋ｙ１ｅ１











 ．

（２０）

同样，对系统（２０）作线性化处理后，其雅克比矩
阵为

Α＝
－ａ ａ ０
０ ０ ０
ｙ１ ｘ２









－ｃ
． （２１）

此时，矩阵特征根为－ａ，０，－ｃ．该控制信号使
系统产生了包含特征值为０的雅可比矩阵，整数阶
混沌系统（２０）处于临界稳定状态．由推论１无法
判断对应分数阶误差系统（１９）的稳定性．但仿真
实验过程发现，在该控制输入作用下，２个分数阶
Ｌ̈ｕ混沌系统同样实现了有效同步．

若控制信号为
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ｕ１ ＝ｅ１ｚ１＋ｘ２ｅ３－ｂｅ２－ｂｅ
ｔ． （２２）

将式（２２）代入式（１３），得出分数阶误差系统：
ｄαｅ１
ｄｔα

＝ａ（ｅ２－ｅ１）；

ｄαｅ２
ｄｔα

＝－ｂｅｔ；

ｄαｅ３
ｄｔα

＝－ｃｅ３＋ｘ２ｅ２＋ｙ１ｅ１













 ．

（２３）

其整数阶误差动态方程为

ｄｅ１
ｄｔ＝ａ（ｅ２－ｅ１）；

ｄｅ２
ｄｔ＝－ｂｅ

ｔ；

ｄｅ３
ｄｔ＝－ｃｅ３＋ｘ２ｅ２＋ｙ１ｅ１











 ．

（２４）

采用前面类似方法处理，得到式（２４）的雅克
比矩阵：

Ａ＝
－ａ ａ ０
０ －ｂｅｔ ０
ｙ１ ｘ２









－ｃ
． （２５）

显然，矩阵Ａ的特征根为－ａ，－ｂｅｔ，－ｃ．３个特征
值均小于０，其中一个特征值随时间而变化，误差
系统（２４）稳定．再根据推论１可知，其对应的分数
阶误差系统（２３）稳定，即２个分数阶 Ｌ̈ｕ混沌系统
之间达到有效同步．

４　仿真实验
由于篇幅所限，这里只对最后一种控制信号产

生的结果进行分析．实验过程取分数阶 α＝０．９，
驱动系统（９）的初始值为 ｘ１（０）＝１，ｙ１（０）＝４，
ｚ１（０）＝－１０，相应的响应系统（１１）的初始值为
ｘ２（０）＝０，ｙ２（０）＝３，ｚ２（０）＝９．同步实验结果如
图３和图４所示，系统（９）与系统（１１）在１．５ｓ内
即可同步，实验结果与理论分析相吻合．

图３　系统（９）和系统（１１）的同步状态曲线（α＝０．９）

图４　系统（９）与系统（１１）三相同步误差的时间响应
曲线（α＝０．９）

５　同步控制方法应用于保密通信
根据混沌掩盖技术和通信原理，将所设计方法

运用到保密通信．其原理框图如图５所示．这里，
ｘ１（ｔ）为驱动系统的混沌信号，ｘ２（ｔ）是响应系统
的混沌信号，ｓ（ｔ）为待传送的有用信号，ｍ（ｔ）为
待传输信号和混沌信号的混合信号，ｍ（ｔ）＝ｓ（ｔ）
＋ｘ１（ｔ），ｍｍ（ｔ）为去掩盖之后得到的有用信号．

图５　通信系统的混沌掩盖技术

实验过程中取随机信号作为有用传输信息以

保证实施方案的通用性．图６是在发送端采用混沌
信号作载体，以此隐藏所要传送的信息．不难发现，
通过混沌信号载波之后，待发送的信号与原来比较

截然不同，达到了遮掩所要传送信息的目的，有效

提高通信系统的保密性．在接受端利用混沌同步特
性解调出所传输的信息 ｘ２（ｔ）后，经过１．５ｓ达成
同步，解调之后的信号 ｍｍ（ｔ）准确再生了所要传
送的信息 ｓ（ｔ），从而在一定程度上改善了通信系
统的保密性．
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图６　混沌保密通讯

６　结论
提出了一类分数阶混沌系统控制器的新的设

计方法，运用单个控制信号，便能完成混沌同步；同

时利用混沌时间序列对初始条件的敏感性，以及它

的类噪声特性，基于收发双方的混沌同步，一定程

度提高通信系统的保密性．给出的实验结果与理论
分析是一致的．而且，该方法不仅适用于慢变信号
的混沌保密通信，而且在影像处理等领域有实际应

用价值．
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