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易于拼接且形状可调的 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面 ①

严兰兰

（东华理工大学 理学院，江西 南昌３３００１３）

摘　要：为了增强Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面形状表示的灵活性，同时简化Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面的光滑拼接条件，构造了３组含参数的
多项式基函数，并由它们定义了结构分别类似于二次、三次、四次Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面的新曲线曲面．它们不仅保留了Ｂéｚｉｅｒ曲
线曲面的基本性质，而且还具有形状可调性，并且由新曲线曲面构成的组合曲线曲面可以在简单的条件下实现Ｇ２或Ｇ３光
滑拼接．另外还给出了构造与给定多边形相切的曲线的方法，该方法简单有效，而且曲线对给定的多边形是保形的．
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ｔａｎｇｅｎｔｐｏｌｙｇｏｎ

　　Ｂéｚｉｅｒ方法因为采用独特的 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式
作为基函数，使得它具有许多优良的性质，一经问

世，就受到工业界和 ＣＡＧＤ学术界的广泛重视，并
在实践中表现出强大的生命力［１］．虽然Ｂéｚｉｅｒ方法
的确具有很多优点，但在实际应用中，它依然表现

出一些不足和不便之处．例如，由于 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲
面的形状由其控制顶点唯一确定，所以若要其形

状，必须改变控制顶点，重新计算曲线曲面方程，这

样做不仅不方便，而且可能会违背设计者的意图．

另外，由于单一的Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面无法表示复杂的
形状，所以为了满足实际工程中的需求，往往需要

构造组合Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面，而为了保证组合曲线曲
面的光滑性，相邻曲线曲面的控制顶点间必须满足

一定的连续性条件，而当对光滑性的要求较高时，

条件往往会比较复杂从而难以实现，这给Ｂéｚｉｅｒ方
法在实际工程中的应用造成了一些不便．

对于Ｂéｚｉｅｒ方法的上述第一个不足，很多文献
提出了解决办法，主要思想是构造含参数的、性质
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类似于Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的新的基函数，使得由之
定义的曲线曲面在具备 Ｂéｚｉｅｒ方法基本性质的同
时，还具有形状可调性．例如，张贵仓等［２］定义了

带３个形状参数的三次多项式曲线曲面，对二次
Ｂéｚｉｅｒ方法进行了扩展．谢进等［３］，杭后俊等［４］分

别定义了带２个形状参数的四次多项式曲线曲面，
对三次Ｂéｚｉｅｒ方法进行了扩展．刘小琼等［５］定义了

带２个形状参数的六次多项式曲线曲面，对四次
Ｂéｚｉｅｒ方法进行了扩展．在初始函数的基础上，
ＷａｎｇＷｅｎ－ｔａｏ等［６］利用特殊的递推公式，吴晓勤

等［７］利用 ｄｅＣａｓｔｅｌｊａｕ算法，都定义了带１个参数
的ｎ＋１次多项式基函数；同样采用ｄｅＣａｓｔｅｌｊａｕ算
法，严兰兰等前后定义了带２个参数的 ｎ＋１次多
项式基函数［８］，带１个参数的 ｎ＋２次多项式基函
数［９］，和带２个参数的 ｎ＋２次多项式基函数［１０］；

另外，Ｘｉ－ＡｎＨａｎ等［１１］，ＣＨＥＮＪｉｅ等［１２］分别给出

了带多个参数的ｎ＋１次和 ｎ次多项式基函数．文
献［６－１２］中的基函数都是 ｎ（ｎ≥２）次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ
基函数的扩展，由它们定义的曲线曲面都对二次及

二次以上的Ｂéｚｉｅｒ方法进行了扩展．
虽然文献［２－１２］中定义的曲线曲面在保留

Ｂéｚｉｅｒ方法众多优良性质的同时，还可以在不改变
控制顶点的情况下，通过选择合适的参数来得到满

意的形状，从而解决了Ｂéｚｉｅｒ方法不具备形状可调
性的问题．但是注意到，这些曲线曲面都和普通
Ｂéｚｉｅｒ方法一样，在构造组合曲线曲面时，都需要
满足相对复杂的条件才能实现较高阶的光滑拼接．
就是说，现有文献中的扩展 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面，几乎
都没有很好地解决 Ｂéｚｉｅｒ方法在描述复杂形状时
的不便之处．由此考虑：能否定义新的曲线曲面，使
之在继承Ｂéｚｉｅｒ方法基本性质的同时，既具有形状
可调性，又能够在比较简单的条件下实现较高阶的

光滑拼接呢？

考虑到在工程实际中，低次 Ｂéｚｉｅｒ方法最常
用，在描述复杂形状时，Ｇ２／Ｇ３光滑拼接可以满足
大多数需求．所以为了使低次Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面可以
在相对简单的条件下实现Ｇ２／Ｇ３光滑拼接，同时可
以在不改变控制顶点的情况下进行形状调整，这里

定义了３种新的曲线曲面．它们保留了Ｂéｚｉｅｒ方法
的凸包性，几何不变性，对称性，端点插值与端边相

切性，具有比Ｂéｚｉｅｒ方法更好的对控制多边形的逼
近性．最重要的是，即使不改变控制顶点，它们的形
状依然可以通过改变形状参数的值进行调整．另
外，只要相邻曲线曲面的控制顶点满足Ｂéｚｉｅｒ方法
的Ｇ１光滑拼接条件，新曲线曲面之间就可以达到
Ｇ２或Ｇ３光滑拼接．

１　基函数及其性质
通过将基函数的次数提升２次，并引入形状参数，

这里分别给出由３～５个多项式函数构成的函数组．
定义１对ｔ∈［０，１］，参数 λ∈ （０，１］，称关

于ｔ的４次多项式
ａ２０（ｔ）＝（１－ｔ）

３［１＋（３－４λ）ｔ］；

ａ２１（ｔ）＝２ｔ（１－ｔ）［２λ＋（３－４λ）ｔ＋（４λ－３）ｔ
２］；

ａ２２（ｔ）＝ｔ
３［４（１－λ）＋（４λ－３）ｔ］

{
．

（１）

为带参数λ的二阶Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，简称二阶 λＢ
基；称关于ｔ的５次多项式

ａ３０（ｔ）＝（１－ｔ）
４［１＋（４－５λ）ｔ］；

ａ３１（ｔ）＝５ｔ（１－ｔ）
３［λ＋（２－λ）ｔ］；

ａ３２（ｔ）＝５ｔ
３（１－ｔ）［２＋（λ－２）ｔ］；

ａ３３（ｔ）＝ｔ
４［５（１－λ）＋（５λ－４）ｔ］










．

（２）

为带参数λ的三阶Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，简称三阶 λＢ
基；称关于ｔ的６次多项式
ａ４０（ｔ）＝（１－ｔ）

５［１＋（５－６λ）ｔ］；

ａ４１（ｔ）＝３ｔ（１－ｔ）
３［２λ＋（５－４λ）ｔ－３ｔ２］；

ａ４２（ｔ）＝（８＋１２λ）ｔ
３（１－ｔ）３；

ａ４３（ｔ）＝３ｔ
３（１－ｔ）［２（１－λ）＋（１＋４λ）ｔ－３ｔ２］；

ａ４４（ｔ）＝ｔ
５［６（１－λ）＋（６λ－５）ｔ］













．

（３）

为带参数 λ的四阶 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，简称四阶
λＢ基．

λＢ基可以用Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数来表示，表示结
果为

ａ２０（ｔ）＝Ｂ４０＋（１－λ）Ｂ４１；ａ２１（ｔ）＝λＢ４１＋Ｂ４２＋
λＢ４３；ａ２２（ｔ）＝（１－λ）Ｂ４３＋Ｂ４４． （４）
ａ３０（ｔ）＝Ｂ５０＋（１－λ）Ｂ５１；ａ３１（ｔ）＝λＢ５１＋Ｂ５２；
ａ３２（ｔ）＝Ｂ５３＋λＢ５４；ａ３３（ｔ）＝（１－λ）Ｂ５４＋Ｂ５５． （５）
ａ４０（ｔ）＝Ｂ６０＋（１－λ）Ｂ６１；ａ４１（ｔ）＝λＢ６１＋Ｂ６２＋
３（１－λ）
１０ Ｂ６３；ａ４２（ｔ）＝

２＋３λ
５ Ｂ６３；ａ４３（ｔ）＝

３（１－λ）
１０ Ｂ６３＋

Ｂ６４＋λＢ６５；ａ４４（ｔ）＝（１－λ）Ｂ６５＋Ｂ６６． （６）
式（４）～式（６）中 Ｂｎｉ（ｎ＝４，５，６；０≤ ｉ≤ ｎ）

为Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，Ｂｎｉ＝Ｃ
ｉ
ｎｔ
ｉ（１－ｔ）ｎ－ｉ．

λＢ基具有下列性质：
１）非负性：对任意的参数 λ∈ （０，１］，当 ｔ∈

［０，１］时，有ａｎｉ（ｔ）≥０（ｎ＝２，３，４；０≤ｉ≤ｎ）．
证明：由式（４）～式（６），与参数 λ的范围，以

及Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的非负性易知．

２）规范性：∑
ｎ

ｉ＝０
ａｎｉ（ｔ）＝１，ｎ＝２，３，４．

证明：由式（４）～式（６），以及 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函
数的规范性易知．
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３）对称性：对任意的 ｔ∈ ［０，１］，有 ａｎｉ（ｔ）＝
ａｎ，ｎ－ｉ（１－ｔ）（ｎ＝２，３，４；０≤ｉ≤ｎ）．

证明：由式（４）～式（６），以及 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函
数的对称性易知．
４）端点性质：对ｎ＝２，３，４，０≤ｉ≤ｎ，有

ａｎｉ（０）＝
１，ｉ＝０；
０，其它{ ．

ａ′ｎｉ（０）＝
－（ｎ＋２）λ，ｉ＝０；
（ｎ＋２）λ， ｉ＝１；
０， 其它

{
．

ａ″ｎｉ（０）＝
（ｎ＋２）（ｎ＋１）（２λ－１），ｉ＝０；
（ｎ＋２）（ｎ＋１）（１－２λ），ｉ＝１；
０， 其它

{
．

ａｎｉ（１）＝
１，ｉ＝ｎ；
０，其它{ ．

ａ′ｎｉ（１）＝
－（ｎ＋２）λ，ｉ＝ｎ－１；
（ｎ＋２）λ， ｉ＝ｎ；
０， 其它

{
．

ａ″ｎｉ（１）＝
（ｎ＋２）（ｎ＋１）（１－２λ），ｉ＝ｎ－１；
（ｎ＋２）（ｎ＋１）（２λ－１），ｉ＝ｎ；
０， 其它

{





























．

（７）

特别地，当λ＝１时，
ａ２０（０）＝－２４；ａ２１（０）＝２４；ａ２２（０）＝０；

ａ２０（１）＝０；ａ２１（１）＝－２４；ａ２２（１）＝２４
{ ．

（８）

证明：直接由式（１）～式（３），经过计算易得上
述结果．

５）线性无关性：∑
ｎ

ｉ＝０
ｋｉａｎｉ ＝０当且仅当 ｋｉ ＝

０（０≤ｉ≤ｎ；ｎ＝２，３，４）．
证明：只证二阶情形，三、四阶类似可证．充分

性显然，下面证明必要性．假设

∑
ｎ

ｉ＝０
ｋｉａ２ｉ＝０，

式中，ｋｉ∈Ｒ（ｉ＝０，１，２），将式（４）代入上式并整
理得

ｋ０Ｂ４０＋［ｋ０（１－λ）＋ｋ１λ］Ｂ４１＋ｋ１Ｂ４２＋［ｋ１λ
＋ｋ２（１－λ）］Ｂ４３＋ｋ２Ｂ４４ ＝０．
由四次Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数的线性无关性可得
ｋ０ ＝０；ｋ０（１－λ）＋ｋ１λ＝０；ｋ１ ＝０；ｋ１λ＋

ｋ２（１－λ）＝０；ｋ２ ＝０．
易知此方程组的解为 ｋｉ＝０（ｉ＝０，１，２），这

表明二阶λＢ基线性无关．

２　曲线及其性质

２．１　曲线的定义与性质
定义２　给定ｎ＋１（ｎ＝２，３，４）个控制顶点Ｖｉ

∈Ｒｄ（ｄ＝２，３；０≤ｉ≤ｎ），称多项式曲线

ａｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｎｉ（ｔ）Ｖｉ，ｔ∈［０，１］， （９）

为ｎ（ｎ＝２，３，４）阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线．
由λＢ基的性质，易知 λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线具有凸

包性、几何不变性、对称性．另外，由式（７）～式（９）
式可知，在λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线的起点和终点处，有
ａｎ（０）＝Ｖ０；

ａｎ（１）＝Ｖｎ；

ａ′ｎ（０）＝（ｎ＋２）λ（Ｖ１－Ｖ０）；

ａ′ｎ（１）＝（ｎ＋２）λ（Ｖｎ－Ｖｎ－１）；

ａ″ｎ（０）＝（ｎ＋２）（ｎ＋１）（１－２λ）（Ｖ１－Ｖ０）；

ａ″ｎ（１）＝（ｎ＋２）（ｎ＋１）（２λ－１）（Ｖｎ－Ｖｎ－１）















．

（１０）

式中，ｎ＝２，３，４．特别地，当λ＝１时，还有
ａ２（０）＝２４（Ｖ１－Ｖ０）；ａ２（１）＝２４（Ｖ２－Ｖ１）．（１１）
由式（１０）可知，λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线具有端点插值、端
边相切性．

此外，由于λＢ基含参数，故λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线的
形状可以在不改变控制顶点的情况下通过改变参

数λ的值进行调整．
图１～图３分别给出了由相同控制顶点和不

同参数确定的二至四阶 λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线（实曲线）
与二至四次Ｂéｚｉｅｒ曲线（点线）．图１～图３中实曲
线１～３分别为取参数λ＝０．０１，λ＝０．５，λ＝１．
从图中可以看出，参数 λ的值越大，λ－Ｂéｚｉｅｒ曲
线越接近其控制多边形，而且在一定的参数范围

内，λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线对控制多边形的逼近性会优于
普通Ｂéｚｉｅｒ曲线．

图１　二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线与二次Ｂéｚｉｅｒ曲线

图２　三阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线与三次Ｂéｚｉｅｒ曲线

１２１
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图３　四阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线与四次Ｂéｚｉｅｒ曲线

２．２　组合曲线的连续性
定理１　设有分别带参数和的 ｍ阶与 ｎ阶

（ｍ，ｎ＝２，３，４）λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线

ａｍ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｍｉ（ｔ，λ１）Ｖｉ；

ｂｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｎｉ（ｔ，λ２）Ｒｉ；ｔ∈［０，１］．

若这２条曲线的控制顶点满足关系
Ｒ０ ＝Ｖｍ；Ｒ１ ＝Ｒ０＋Ｃ（Ｖｍ －Ｖｍ－１）（Ｃ＞０）．（１２）

则二者在公共连接点处 Ｇ２连续；特别地，若 ｍ＝ｎ
＝２且λ１ ＝λ２ ＝１，则二者Ｇ

３连续．

证明：只证 Ｇ３连续，Ｇ２连续类似可证．由式
（１０）、式（１１）可知，当ｍ＝ｎ＝２且λ１ ＝λ２ ＝１时

ｂ２（０）＝Ｒ０；

ｂ′２（０）＝４（Ｒ１－Ｒ０）；

ｂ″２（０）＝１２（Ｒ０－Ｒ１）；

ｂ２（０）＝２４（Ｒ１－Ｒ０）；

ａ２（１）＝Ｖ２；

ａ′２（１）＝４（Ｖ２－Ｖ１）；

ａ″２（１）＝１２（Ｖ２－Ｖ１）；

ａ２（１）＝２４（Ｖ２－Ｖ１）



















．

（１３）

在式（１２）所给条件下，有
ｂ２（０）＝ａ２（１）；

ｂ′２（０）＝β１ａ′２（１）；

ｂ″２（０）＝β
２
１ａ″２（１）＋β２ａ′２（１）；

ｂ２（０）＝β
３
１ａ２（１）＋３β１β２ａ″２（１）＋β３ａ′２（１）










．

（１４）

式中，β１＝Ｃ＞０，β２＝－３Ｃ（１＋Ｃ），β３＝３Ｃ（１＋

Ｃ）（２＋７Ｃ），故二者Ｇ３连续．证毕．
对于Ｂéｚｉｅｒ曲线而言，在式（１２）所给条件下，

相邻曲线只会达到 Ｇ１光滑拼接，而 λ－Ｂéｚｉｅｒ曲
线却可以达到 Ｇ２或 Ｇ３光滑拼接．另外，由于式
（１２）与参数λ无关，所以当定理条件满足时，还可
以通过改变λ１和λ２的值来调整相邻曲线的形状，
而不会破坏曲线之间的连续性．

图４～图７给出了在控制顶点满足式（１２）所给
条件下，通过选择不同的λ１和λ２，得到的不同的组
合λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线．图４中曲线段１取λ１＝０．５，曲
线段２～４分别取λ２＝０．０１，０．５，１．图５取λ１＝λ２
＝１．图６中曲线段１取λ１＝０．５，曲线段２，３分别
取λ２ ＝０．０１，λ２ ＝１．图７取λ１ ＝λ２ ＝０．５．

图４　Ｇ２连续的组合二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线

图５　Ｇ３连续的组合二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线

图６　Ｇ２连续的组合三阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线

图７　Ｇ２连续的组合四阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线
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２．３　曲线的应用
给定闭多边形 Ｐ０，Ｐ１，…，Ｐｎ，其中 Ｐ０ ＝Ｐｎ，

下面分析如何构造一条封闭的组合二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ
曲线，使之与给定闭多边形的每一条边都在指定点

相切［１３］．设闭多边形的第ｉ条边上的切点为
Ｔｉ＝（１－ｋｉ）Ｐｉ－１＋ｋｉＰｉ， （１５）

其中ｋｉ∈（０，１）（１≤ｉ≤ｎ）为切点调节参数．
为实现上述目标，首先增加虚拟切点 Ｔｎ＋１ ＝

Ｔ１，然后在每２个相邻切点 Ｔｉ和 Ｔｉ＋１之间构造一
条二阶 λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线 ａ２ｉ（ｔ）（１≤ｉ≤ｎ） ，因

此整条组合曲线由ｎ条曲线组成．取第ｉ条曲线

ａ２ｉ（ｔ）＝∑
２

ｊ＝０
ａ２ｊ（ｔ，λｉ）Ｖｉｊ；ｔ∈［０，１］． （１６）

的控制顶点为

Ｖｉ０ ＝Ｔｉ；Ｖｉ１ ＝Ｐｉ；Ｖｉ２ ＝Ｔｉ＋１． （１７）
由式（１０）、式（１５）～式（１７）可知
ａ２ｉ（０）＝Ｔｉ；

ａ２ｉ（１）＝Ｔｉ＋１；

ａ＇２ｉ（０）＝４λｉ（１－ｋｉ）（Ｐｉ－Ｐｉ－１）；

ａ＇２ｉ（１）＝４λｉｋｉ＋１（Ｐｉ＋１－Ｐｉ）










．

（１８）

由式（１８）可知，第ｉ条二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线与给定
闭多边形相切于点 Ｔｉ和 Ｔｉ＋１．另外，由定理 １可
知：一般情况下，相邻２条二阶 λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线在
连接点处Ｇ２连续；若相邻两段曲线均取λ＝１，则
二者在连接点处Ｇ３连续．

这里给出的构造与给定多边形相切的曲线的

方法具有以下优点：

１）曲线的所有控制顶点直接由给定多边形的
顶点和切点确定，无需做额外运算；

２）相邻曲线段在连接点处Ｇ２或Ｇ３连续，可以
满足工程上的大部分需求；

３）整条曲线的形状可以或整体（各曲线段取相
同的参数）或局部地（各曲线段的参数不全相同）进

行调整，而不会破坏相邻曲线之间的连续性；

４）由于二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线不存在拐点，且曲
线的凹凸性与控制多边形一致，所以整条曲线对给

定的切线多边形是保形的．
图８给出了与相同多边形相切于相同点的２

条不同的组合二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线．图中点线为给
定的切线多边形，打星号的点为切点，实线为二阶

λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线．图８（ａ）中，所有曲线段取相同的
参数λｉ＝０．５（ｉ＝１，２，…，６）．图８（ｂ）中，曲线段
１～６依次取参数０．８，０．１，０．４，０．１，０．８，０．１．

图８　与给定多边形相切的二阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线

３　曲面及其性质

定义３　给定控制顶点Ｖｉｊ∈Ｒ
３（ｉ＝０，１，．．．，

ｍ；ｊ＝０，１，．．．，ｎ；ｍ，ｎ＝２，３，４），参数 λｕ，λｖ∈
（０，１］，称

ｂ（ｕ，ｖ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
∑
ｎ

ｊ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λｕ）ｂｎｊ（ｖ，λｖ）Ｖｉｊ；０≤ ｕ，ｖ

≤１．为ｍ×ｎ阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲面．
λ－Ｂéｚｉｅｒ曲面具有与λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线类似的

性质，如凸包性、几何不变性、对称性、形状可调性

等．另外，关于组合λ－Ｂéｚｉｅｒ曲面的连续性，有如
下结论．

定理２　设有ｍ×ｎ１阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲面与ｍ×
ｎ２阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲面：

ｂ１（ｕ，ｖ） ＝∑
ｍ

ｉ＝０
∑
ｎ１

ｊ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）ｂｎ１，ｊ（ｖ，λ１）Ｖｉｊ；ｂ２（ｕ，ｖ） ＝

∑
ｍ

ｉ＝０
∑
ｎ２

ｊ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）ｂｎ２，ｊ（ｖ，λ２）Ｒｉｊ． （１９）

式中，ｍ，ｎ１，ｎ２＝２，３，４，λ０，λ１，λ２∈（０，１］，若
Ｒｉ０＝Ｖｉ，ｎ１；Ｒｉ１＝Ｒｉ０＋Ｃ（Ｖｉ，ｎ１－Ｖｉ，ｎ１－１）（Ｃ＞０）．（２０）
式中，０≤ｉ≤ｍ，则两曲面Ｇ２连续；特别地，若ｎ１
＝ｎ２＝２且λ１ ＝λ２ ＝１，则两曲面Ｇ

３连续．
证明：只证 Ｇ３连续，Ｇ２连续类似可证．由式

（７）、式（８）、式（１９）可得

ｂ２（ｕ，０）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）Ｒｉ０；ｂ１（ｕ，１）＝∑

ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）Ｖｉ２；


ｖ
ｂ２（ｕ，０）＝４∑

ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）（Ｒｉ１－Ｒｉ０）；
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
ｖ
ｂ１（ｕ，１）＝４∑

ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）（Ｖｉ２－Ｖｉ１）；

２

ｖ２
ｂ２（ｕ，０）＝１２∑

ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）（Ｒｉ０－Ｒｉ１）；

２

ｖ２
ｂ１（ｕ，１）＝１２∑

ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）（Ｖｉ２－Ｖｉ１）；

３

ｖ３
ｂ２（ｕ，０）＝２４∑

ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）（Ｒｉ１－Ｒｉ０）；

３

ｖ３
ｂ１（ｕ，１）＝２４∑

ｍ

ｉ＝０
ｂｍｉ（ｕ，λ０）（Ｖｉ２－Ｖｉ１）．

在式（２０）所给条件下，有
ｂ２（ｕ，０）＝ｂ１（ｕ，１）；


ｖ
ｂ２（ｕ，０）＝β１


ｖ
ｂ１（ｕ，１）；

２

ｖ２
ｂ２（ｕ，０）＝β

２
１
２

ｖ２
ｂ１（ｕ，１）＋β２


ｖ
ｂ１（ｕ，１）；

３

ｖ３
ｂ２（ｕ，０）＝β

３
１
３

ｖ３
ｂ１（ｕ，１）＋３β１β２

２

ｖ２
ｂ１（ｕ，１）＋β３


ｖ
ｂ１（ｕ，１）













 ．

式中，β１ ＝Ｃ＞０，β２＝－３Ｃ（１＋Ｃ），β３＝３Ｃ（１＋
Ｃ）（２＋７Ｃ），故两曲面Ｇ３连续．证毕．

图９所示为在相同控制网格下，通过选择不同
的参数得到的由２×３阶和３×３阶 λ－Ｂéｚｉｅｒ曲
面构成的两张Ｇ２连续的组合曲面．

图９　Ｇ２连续的组合λ－Ｂéｚｉｅｒ曲面

４　结论
这里定义的低阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面，具备几

何设计中所要求的凸包性、几何不变性、对称性等

基本性质，可以在不改变控制顶点的情况下通过改

变形状参数的值来调整形状，而且可以在简单的条

件下实现Ｇ２或Ｇ３光滑拼接．如何构造具有类似性
质的高阶λ－Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面，如何使曲线曲面在
相同条件（式（１２）、（２０）式所给条件）下能达到的
光滑拼接阶数进一步提升，都是下一步的研究内

容．另外，如何构造具有类似形状的三角域
Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ－Ｂéｚｉｅｒ曲面，也是值得思考的问题．
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