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一类奇异抛物方程非负古典解的存在性 ①
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摘　要：一类含梯度项的奇异抛物方程在文中得到了讨论．在某些特定条件下，通过抛物正则化方法及上下解方法，
作者获得该类方程的非负古典解的存在性．
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１　背景介绍

考虑下面一类抛物方程：

ｙｔ－ｙ″－λ
ｙ′
ｒ＋μ

｜ｙ′｜ｌ

ｙｍ
＝ｇ（ｒ，ｔ），　（ｒ，ｔ）∈ＱＴ． （１）

满足如下初边值条件：

ｙ（０，ｔ）＝ｙ（１，ｔ）＝０，　ｔ∈（０，Ｔ］． （２）
ｙ（ｒ，０）＝ξ（ｒ），　ｒ∈（０，１）． （３）

这里ＱＴ ＝（０，１）×（０，Ｔ］，Ｔ，λ，μ，ｌ，ｍ均为正数．
式（１）～式（３）与如下一类抛物方程密切相关：

ｙｔ－Δｙ＋μ
｜ ｙ｜ｌ

ｙｍ
＝ｇ（ｘ，ｔ），　（ｘ，ｔ）∈ΩＴ，

ｙ｜Ω ＝０，　ｔ∈（０，Ｔ］，
ｙ（ｘ，０）＝ξ（ｘ），　ｘ∈Ω． （４）

这里ΩＴ ＝Ω×（０，Ｔ］，ΩＲ
Ｎ（Ｎ≥２）是一个具有光滑边界Ω的有界区域．实际上，当λ＝Ｎ－１，Ω＝

Ｂ１为一个单位球时，式（１）～式（３）的解形式上是问题（４）的径向解，此时ｒ＝｜ｘ｜．
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问题（４）近几年得到很多关注．当λ＝μ＝０时，该问题非平凡解的存在性等得到了证明，参见文献
［１－２］．当ｌ＝２，ｍ＝１时，该问题古典解的存在性、唯一性及最大弱解的存在性，解的渐近行为获得了
证明，参见文献［３－４］．当ｌ＝２，１≤ｍ＜２时，周文书及雷沛东［５］证明了问题（４）在一维空间中多个弱
解的存在性．当ｌ＝２，ｍ＞０时，文献［６］研究了上述问题的弱解在ｔ→∞时的渐近行为．在２０１４年，Ｉ．
Ｄ．Ｂｏｎｉｓ及Ｄ．Ｇｉａｃｈｅｔｔｉ［７］还证明了ｌ＝２，０＜ｍ＜１且μ为一个函数时，问题（４）有界弱解的存在性．

当ｌ＝２，ｍ∈［１，２）时，问题（１）～（３）古典解的存在性及唯一性在文献［８］中得到了证明．本文将
较文献［８］讨论更一般的方程（１），研究问题（１）～（３）在ｍ＜ｌ＜ｍｉｎ｛ｍ＋１，２ｍ｝（ｌ≤２）或ｍ＋１＜ｌ≤
ｍｉｎ｛２，２ｍ｝时非负古典解的存在性．

全文中，用记号ｄ（（ｒ１，ｔ），（ｒ２，ｓ））：＝（｜ｒ１－ｒ２｜
２＋｜ｓ－ｔ｜）

１
２来计算Ｈｌｄｅｒ常数．并记ＱＴ ＝［０，

１］×［０，Ｔ］，α＝ ｌ
ｌ－ｍ，ＡＢ表示Ａ是Ｂ的一个紧子集．首先给出如下假设条件：

（Ｈ１）　０＜ｇ∈Ｃγ，γ／２（ＱＴ），这里及后面的γ∈（０，１）为某个正数．

（Ｈ２）　ξ∈Ｃ２＋γ（０，１），当ｒ∈（０，１）时ξ＞０，ξ（０）＝ξ（１）＝０，且ｍａｘ
［０，１］
｜ξ′｜＜∞．

（Ｈ３）　ｍ＞０，ｌ∈（０，２］，且ｍ＜ｌ＜ｍｉｎ｛ｍ＋１，２ｍ｝或ｍ＋１＜ｌ≤２ｍ．

（Ｈ４）　λ＞０，当ｍ＋１＜ｌ≤２ｍ时，μ＞Ｌ＝
Δ λ＋α－１

αｌ－１
；当 ｍ＜ｌ＜ｍｉｎ｛ｍ＋１，２ｍ｝时，μ＞

ｉｎｆ
ｓ≥１
Ｇ（ｓ），这里Ｇ：（０，＋∞）→Ｒ定义如下：

Ｇ（ｓ）＝ｓｍ－ｌ＋１α１－ｌ（λ＋α－１）· ｍａｘ
［０，Ｔ］
ｈ（ｔ[ ]）ｍ－ｌ＋１＋ｓｍ－ｌα－ｌ·ｍａｘｇ

ＱＴ
· ｍｉｎ

［０，Ｔ］
ｈ（ｔ[ ]）ｍ－ｌ．

（Ｈ５）　
Ｃ１
２α
ｈα（０）（ｒ－ｒ２）α≤ξ≤Ｃ２ｈ（０）ｍｉｎｒα，（１－ｒ）{ }α ．

（Ｈ６）　λ∈［０，１），μ＞０，
Ｃ１
２α
ｈα（０）（ｒ－ｒ２）α≤ξ≤

Ｃ３
２－λ

ｈ（０）·ｒ１－λ（１－ｒ）．

上述条件及后文中ｈ（ｔ）∈Ｃ１［０，Ｔ］，对任意ｔ∈［０，Ｔ］，ｈ′（ｔ）＞０，ｈ（ｔ）≥１．０＜Ｃ１≤
１
２，Ｃ２，Ｃ３≥１分

别是引理１～引理３中的常数．
本文主要结果为

定理１　在假设条件（Ｈ１）～（Ｈ５）下，问题（１）～（３）至少存在一个非负解ｙ∈Ｃ２，１（（０，１）×［０，Ｔ］）
∩Ｃ（ＱＴ）满足：

Ｃ１
２α
ｈα（ｔ）（ｒ－ｒ２）α≤ｙ≤Ｃ２ｈ（ｔ）ｍｉｎ｛ｒα，（１－ｒ）α｝，（ｒ，ｔ）∈ＱＴ，

这里Ｃ１≤
１
２，Ｃ２≥１分别是引理１和引理２中的常数．并且对所有ｔ∈［０，Ｔ］，ｙ′（０，ｔ）＝ｙ′（１，ｔ）＝０．

定理２　在假设条件（Ｈ１）～（Ｈ３）及（Ｈ６）下，问题（１）～（３）至少存在一个正解 ｙ∈ Ｃ２，１（（０，１）×
［０，Ｔ］）∩Ｃ（ＱＴ）满足：

Ｃ１
２α
ｈα（ｔ）（ｒ－ｒ２）α≤ｙ≤

Ｃ３
２－λ

ｈ（ｔ）·ｒ１－λ（１－ｒ），（ｒ，ｔ）∈ＱＴ．

这里Ｃ１≤
１
２，Ｃ３≥１分别是引理１和引理３中的常数．

２　主要结果及证明

由于方程（１）在点ｒ＝０及ｙ（ｒ，ｔ）＝０具有奇异性，先将其正则化为

ｙδｔ－ｙ
″
δ－λ

ｙ′δ
ｒ＋δ１／α

＋μ
｜ｙ′δ｜

ｌ

（ｙδ＋δ
２）ｍ

＝ｇ（ｒ，ｔ），　ｙδ≥０，（ｒ，ｔ）∈ＱＴ． （５）

ｙδ（０，ｔ）＝ｙδ（１，ｔ）＝０，　ｔ∈（０，Ｔ］． （６）
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ｙδ（ｒ，０）＝ξ（ｒ），　ｒ∈（０，１）． （７）
为使书写简便，记

Αζ＝ζｔ－ζ″，　ｆδ（ｘ，ｔ，ζ，η）＝λ
η

ｒ＋δ
１
α
－μ ｜η｜ｌ

（ζ＋δ２）ｍ
＋ｇ（ｒ，ｔ），　（ｒ，ｔ）∈ＱＴ．

接下来构造问题（５）～（７）的古典上解和古典下解，首先给出其定义：
定义１　称ｙ是初边值问题（５）～（７）的古典上解，如果ｙ∈Ｃ１，０（ＱＴ）∩Ｃ

２，１（［０，１］×（０，Ｔ］）满足：

Αｙ≥ｆδ（ｘ，ｔ，ｙ，ｙ′），　（ｒ，ｔ）∈ＱＴ，

ｙ≥０，　（ｒ，ｔ）∈［０，１］×（０，Ｔ］，
ｙ（ｒ，０）≥ξ（ｒ），　ｒ∈［０，１］．

将上述不等式中不等号反向，可得古典下解ｙ的定义．

令ｙ０ ＝
１
２ｈ（ｔ）（ｒ－ｒ

２），显然ｙ０是如下问题的古典解：

ｙｔ－ｙ″＝ｂ（ｒ，ｔ），　（ｒ，ｔ）∈ＱＴ，
ｙ（０，ｔ）＝ｙ（１，ｔ）＝０，　ｔ∈（０，Ｔ］，
ｙ（ｒ，０）＝φ（ｒ），　ｒ∈（０，１）．

这里ｂ（ｒ，ｔ）＝ｈ（ｔ）＋１２ｈ′（ｔ）（ｒ－ｒ
２），φ（ｒ）＝１２ｈ（０）（ｒ－ｒ

２）．注意到，对任意（ｒ，ｔ）∈ＱＴ，都有０≤ｙ０

≤ｒ·ｈ（ｔ）；且对任意ε∈（０，１２），当（ｒ，ｔ）∈［ε，１－ε］×［０，Ｔ］，都有ｙ０ ＞０．

引理１　令ｙ＝Ｃ１ｙα０，０＜Ｃ１≤
１
２是待定常数．则ｙ是问题（５）～（７）的古典下解．

证明：注意到α≥２，经简单计算可得

Αｙ－ｆδ（ｘ，ｔ，ｙ，ｙ′）＝Ｃ１αｙ
α－１
０ ·ｂ（ｒ，ｔ）－Ｃ１α（α－１）ｙα

－２
０ ·｜ｙ

′
０｜
２－Ｃ１αλ·

ｙ０
ｒ＋δ１／α

·ｙα－２０ ｙ
′
０＋

μ·
｜Ｃ１·αｙα

－１
０ ｙ

′
０｜
ｌ

（Ｃ１ｙα０＋δ
２）ｍ

－ｇ（ｒ，、ｔ）≤Ｃ１αｙα
－１
０ ·ｂ（ｒ，ｔ）＋Ｃ１αλ·ｈ（ｔ）·ｙα

－２
０ ｜ｙ

′
０｜＋Ｃ

ｌ－ｍ
１ ·μ·α

ｌ·｜ｙ′０｜
ｌ－ｇ（ｒ，ｔ）．

当 ｍ＋１＜ｌ≤２ｍ时，先取Ｃ１≤
１
２．由Ｃ

ｌ－ｍ
１ ＜Ｃ１及（Ｈ４），再选取适当正数Ｃ１≤ｍｉｎ

１
２，Ｍｌ，{ }ｍ ，则ｙ必

是问题（５）～（７）的古典下解．这里Ｍｌ，ｍ是一个正数，定义为
Ｍｌ，ｍ ＝ｍｉｎ

ＱＴ
ｇ· ｍａｘ

ＱＴ
（αｙα－１０ ｂ（ｒ，ｔ）＋λαｈ（ｔ）ｙα

－２
０ ｜ｙ′０｜＋μα

ｌ·｜ｙ′０｜
ｌ[ ]） －１．

同理，当ｍ＜ｌ＜ｍｉｎ｛ｍ＋１，２ｍ｝时，选取常数Ｃ１＝ｍｉｎ
１
２，Ｍｌ，ｍ

１{ }ｌ－ｍ ，则ｙ是问题（５）～（７）的古典

下解．
引理２　假设（Ｈ４）～（Ｈ５）成立，令ｙ１δ＝Ｃ２ｈ（ｔ）·（ｒ＋δ

１／α）α，ｙ２δ＝Ｃ２ｈ（ｔ）·（１＋δ
１／α－ｒ）α．取ｙ

＝ｍｉｎ｛ｙ１δ，ｙ２δ｝，这里δ∈（０，δ０），δ０是某个比１小的正数．则ｙ是问题（５）～（７）的古典上解．
证明：由定义１，只需证明：
Αｙｉδ≥ｆδ（ｘ，ｔ，ｙｉδ，ｙ

′
ｉδ），　ｉ＝１，２．

先选取Ｃ２≥１．由于δ≤Ｃ２ｈ（ｔ）·（ｒ＋δ
１／α）α ＝ｙ１δ，α＝

ｌ
ｌ－ｍ≥２（ｌ∈（ｍ，２ｍ］），则

Αｙ１δ－ｆδ（ｘ，ｔ，ｙ１δ，ｙ
′
１δ）＝Ｃ２ｈ′（ｔ）（ｒ＋δ

１／α）α－Ｃ２α（λ＋α－１）ｈ（ｔ）（ｒ＋δ
１／α）α－２＋Ｃｌ－ｍ２ μα

ｌ·ｈｌ－ｍ（ｔ）·

（ｙ１δ）
ｍ

（ｙ１δ＋δ
２）ｍ
－ｇ≥－Ｃ２α（λ＋α－１）ｈ（ｔ）（１＋δ

１／α）α－２＋Ｃｌ－ｍ２ μα
ｌ·ｈｌ－ｍ（ｔ）·（１＋δ）－ｍ －ｍａｘ

ＱＴ
ｇ＝－Ｃ２α（λ＋

α－１）ｈ（ｔ）＋Ｃｌ－ｍ２ μα
ｌ·ｈｌ－ｍ（ｔ）－ｍａｘ

ＱＴ
ｇ＋ｅδ（ｔ），

这里 ｅδ（ｔ）＝Ｃ２αｈ（ｔ）（λ＋α－１）［１－（１＋δ
１／α）α－２］＋Ｃｌ－ｍ２ μα

ｌ·ｈｌ－ｍ（ｔ）［（１＋δ）－ｍ －１］．
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由于ｈ（ｔ）及ｈｌ－ｍ（ｔ）在［０，Ｔ］上一致有界．故，对任意ｔ∈［０，Ｔ］，当δ→０时，都有ｅδ（ｔ）→０．又
类似于文献［９］中函数ɡ（ｓ）的讨论，易证得存在某个正数Ｃ２≥１，使得Ｇ（Ｃ２）＜μ．因此，当ｍ＜ｌ＜

ｍｉｎ｛ｍ＋１，２ｍ｝时，选取这个常数Ｃ２，并取某个δ０∈ ０，( )１２ ，则当δ∈（０，δ０）时，对任意（ｒ，ｔ）∈ＱＴ，
都有

Αｙ１δ－ｆδ（ｘ，ｔ，ｙ１δ，ｙ
′
１δ）≥Ｃ

ｌ－ｍ
２ α

ｌｈｌ－ｍ（ｔ）（μ－Ｇ（Ｃ２））＋ｅδ（ｔ）＞０．
当ｍ＋１＜ｌ≤２ｍ时，对任意δ∈（０，δ０）及任意（ｒ，ｔ）∈ＱＴ，都有

Αｙ１δ－ｆδ（ｘ，ｔ，ｙ１δ，ｙ
′
１δ）≥Ｃ

ｌ－ｍ
２ α

ｌｈｌ－ｍ（ｔ）（μ－Ｌ））＋ｅδ（ｔ）＞０．

用类似方法可以证得Αｙ２δ－ｆδ（ｘ，ｔ，ｙ２δ，ｙ
′
２δ）＞０也成立．引理２得证．

引理３　假设（Ｈ６）成立，令ｙ＝Ｃ３ｈ（ｔ）·Ｙδ，这里Ｙδ＝
１
２－λ

（ｒ＋δ１／α）１－λ（１－ｒ），Ｃ３≥１是待定常

数．则ｙ是问题（５）～（７）的古典上解．
证明：显然Ｙδ是下面问题的古典解：
－ ｒ＋δ１／( )α λ( )ｙ′′＝１，　ｒ∈［０，１］，

ｙ（０）＝ １
２－λδ

１－λ
α，ｙ（１）＝０． （８）

由式（８）可得：

［Ａｙ－ｆδ（ｘ，ｔ，ｙ，ｙ′）］·（ｒ＋δ
１／α）λ≥ ｙ－ｙ″－λ ｙ′

ｒ＋δ１／２
－ｇ（ｒ，ｔ[ ]）·（ｒ＋δ１／α）λ ＝Ｃ３ｈ′（ｔ）Ｙδ·（ｒ＋

δ１／２）λ－Ｃ３ｈ（ｔ） ｒ＋δ１／( )２ λ·Ｙ′( )δ′－ｇ（ｒ，ｔ）·（ｒ＋δ
１／α）λ≥Ｃ３ｈ（ｔ）－ｇ（ｒ，ｔ）·（ｒ＋δ

１／α）λ．

选取Ｃ３ ＝ｍａｘ｛１，２λ·ｍａｘ
ＱＴ
（ｈ－１·ｇ）｝，则ｙ是问题（５）－（７）的古典上解．

由引理１～引理３及文献［１０］中Ｔｈｅｏｒｅｍ４．５，问题（５）～（７）至少存在一个古典解ｙδ∈Ｃ
１，０（ＱＴ）∩

Ｃ２，１（［０，１］×（０，Ｔ］），并且
ｙ≤ｙδ≤ｙ，（ｒ，ｔ）∈ＱＴ． （９）
引理４　存在某个常数θ∈（０，１），使得
‖ｙδ‖Ｃ２＋θ，１＋θ／２（Ｑ′Ｔ）≤Ｍ，

这里Ｑ′Ｔ ＝［ε，１－ε］×（０，Ｔ］，ε∈（０，１／２）是任意常数，Ｍ不依赖于δ．
证明：对任意Ｑ′ＴＱＴ，选取Ｑｉ，Ｔ ＝［εｉ，１－εｉ］×（０，Ｔ］（ｉ＝１，２，３），这里ε＜ε１＜ε２＜ε３＜

１／２．考虑方程
ｙδｔ－ｙ″δ＝ｆδ（ｒ，ｔ，ｙδ，ｙ

′
δ），　（ｒ，ｔ）∈Ｑ３，Ｔ．

由于ｍａｘ
［０，１］
｜ξ′｜＜∞，｜ｆδ（ｒ，ｔ，ξ，η）｜≤ Ｃ｜η｜

２ ＋ｇ（ｒ，ｔ），这里 Ｃ不依赖于 δ，只依赖于 λ，μ，ε３，

［ｍｉｎｙ０
ＱＴ

］－ｍα．

由文献［１１］中内估计定理（Ｔｈｅｏｒｅｍ３．１，ｐｐ．４３８），存在一个不依赖于δ的正数Ｋ１，使得

ｍａｘ
Ｑ２，Ｔ
｜ｙ′δ｜≤Ｋ１ｍａｘ

Ｑ３，Ｔ
ｙδ．

由上式，则 ｙ′δ在Ｑ２，Ｔ上一致有界．余下证明类似于文献［４］中定理２．３的证明，在此省略．

由引理４知，对任意ε∈（０，１２）及Ｑ
′
Ｔ ＝［ε，１－ε］×（０，Ｔ］，‖ｙδ‖Ｃ２＋θ，１＋θ／２（Ｑ′Ｔ）是一致有界的．则

由Ａｒｚｅｌá－Ａｓｃｏｌｉ定理及取对角序列的方法，可得到｛ｙδ｝的一个子列，使得该子列在Ｃ
２，１（Ｑ′Ｔ）范数意义

下一致收敛到某个函数ｙ∈Ｃ２，１（（０，１）×［０，Ｔ］）．再由式（９），当δ→０＋时，对任意 ｔ∈ （０，Ｔ］，都有
ｌｉｍ
ｒ→０＋
ｙ＝ｌｉｍ

ｒ→１－
ｙ＝０．令ｙ（０，ｔ）＝ｙ（１，ｔ）＝０，则可得原问题（１）～（３）的解 ｙ∈ Ｃ２，１（（０，１）×［０，Ｔ］）∩

Ｃ（ＱＴ），且逐点满足式（１）～式（３）．

当λ＞０，μ＞Ｌ或μ＞ｉｎｆ
ｓ≥１
Ｇ（ｓ）时，当δ→０＋时由式（９）可得

７２１
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Ｃ１
２α
ｈα（ｔ）（ｒ－ｒ２）α≤ｙ≤Ｃ２ｈ（ｔ）ｍｉｎ｛ｒα，（１－ｒ）α｝，　（ｒ，ｔ）∈ＱＴ．

由此可得：

０≤ｙ′（０，ｔ）＝ｌｉｍ
ｒ→０＋

ｙ（ｒ，ｔ）
ｒ ≤ ｌｉｍ

ｒ→０＋
Ｃ２ｈ（ｔ）

ｒα
ｒ＝０，

０＝ｌｉｍ
ｒ→１－
Ｃ２ｈ（ｔ）

（１－ｒ）α
ｒ－１ ≤ｙ′（１，ｔ）＝ｌｉｍ

ｒ→１－

ｙ（ｒ，ｔ）
ｒ－１≤０．

即，ｙ′（０，ｔ）＝ｙ′（１，ｔ）＝０．定理１及定理２证毕．
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