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摘要：无网格法是一种新兴发展的数值计算方法，作为有限元法的一种重要补充在冲击动力学领域得到了广泛的应用。本文从求解过程上对无网格法和有限元法进行了比对分析，针对SPH、RKPM、EFG三种典型无网格法的基本原理及其在冲击动力学方面的应用进行了阐述，并提出无网格法的发展方向。
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The application overview of meshless method 
in impact dynamics
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Abstraction: The meshless method is emerging developing numerical method, which seen as supplement for mesh computation is widely applied to impact dynamics. In this paper, meshless method is analyzed compared with finite element method from solving process. Then, the basic principles and the application in impact dynamics are introduced about three topical meshless methods SPH, RKPM, EFG. Finally the development tendency of meshless method is presented.
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冲击动力学是固体力学的一个分支，主要是研究物体或结构在短时强载荷作用下运动、变形以及破坏的规律。冲击动力学具有载荷变化大，作用时间短，应变率高等特点。因此，物体结构在冲击载荷作用下易产生大变形，其材料易迅速达到屈服点而进入塑性变形状态，其响应过程涉及弹塑性、粘塑性等学科，求解过程出现的几何、材料和边界方面的非线性问题。故在实际分析和求解冲击问题中，能求得其解析解的几率非常小，对于大部分的问题往往要借助数值分析的工具进行分析求解。目前，以有限元法为主的数值计算方法在冲击动力学领域占主导地位。
有限元法是基于网格的数值计算方法，其主要思想是，首先将无限自由度的问题转化成单元形式的有限自由度问题。然后，以单个单元为独立体，采用简单场函数分片近似表达单元内的未知场变量，以节点形式联系单元间场信息来建立起整体场变量关系。最后，采用变分原理或加权余量法建立与原问题等效的整体求解方程，再结合各种数值分析方法求得原问题近似解。近年来，以有限元法为代表的网格算法广泛应用于机械动力学领域，并在大型工程数值计算中取得成功。然而，当涉及大变形、动态裂纹扩展、高速冲击、几何畸变、材料裂变等问题时，利用网格算法易出现网格扭曲、畸变等情况，其计算结果将产生较大的误差，有时甚至无法计算出结果。如果采用无网格法，则以其完全或者部分摆脱网格束缚的特点，可以弥补网格算法所带来的缺陷。
本文拟介绍冲击动力学中三种典型无网格法的基本思想及其应用，即光滑质点流体动力学法SPH（Smoothed Particle Hydrodynamics）、无网格伽辽金法EFG（Element Free Galerkin）以及再生核粒子方法RKPM（Reproducing Kernel Particle Method），并提出无网格法的不足及发展展望。
1无网格法的发展简史
无网格法的首次出现要追寻到20世纪70年代。1977年，Lucy[1]最早基于Lagrange方法提出了SPH方法。该算法首先被应用于解决天体物理问题，并取得了一定成功。但由于缺乏完整理论研究的支撑，SPH方法在当时并未受到足够的重视。直到1992年，Nayroles[2]最先将移动最小二乘法MLS（Moving Least Square）引入到Galerkin法的分析计算中，提出了散射元法DEM（Diffuse Element Method)，并将该无网格法应用于分析求解Possion方程和弹性力学问题。1994年，Belytschko[3]在Nayroles研究基础上,对形函数的推导、背景网格多点积分方法的引入以及在边界条件处理这三项作了修正，提出了EFG法，得到计算力学界的广泛关注。同年，Liu[4-5]根据积分重构函数思想，提出了RKPM法，由于RKPM法继承SPH方法配点离散区域的优势，又克服了SPH方法计算不稳定的不足，故应用十分广泛。随着SPH方法、EFG法以及RKPM法这三种典型的无网格取得巨大成功，一大批专家学者投入到无网格法的理论研究和应用领域开拓中。目前，根据近似函数的不同构造方式和采用不同的离散原理，已派生出30多种无网格法，而且数量还在逐年增加中。
无网格法在国内起步相对较晚，在20世纪90年代末，周维垣[6]最早开始对无网格法进行了研究,并将其用于求解断裂力学的研究中。随后，陆万明和张雄对无网格法的数值分析理论也作了重要研究[7-8]。至此，无网格法在国内得到巨大的发展，许多有关无网格法的论文著作相继发表使其在国内取得巨大发展，并在工程相关数值计算领域得到应用。
无网格法依据形函数的构造方法和离散方式列表如表1所示。
表1无网格法的发展与分类
	方法名称
	提出者
	提出时间
	形函数构造方法
	离散方式

	光滑质点流体动力学法（SPH）
	Lucy
	1977年
	核积分
	配点法

	扩散单元法(DEM)
	Nayrdes
	1992年
	MLS
	Galerkin

	无网格伽辽金法（EFG）
	Belytschko
	1994年
	MLS
	Galerkin

	再生核粒子方法(RKPM)
	W.K.Liu
	1994年
	再生核积分
	Galerkin

	hp云法
	Oden
	1996年
	MLS/PU
	Galerkin

	单位分解法（PU）
	Babuska
	1996年
	PU
	Galerkin

	局部无网格伽辽金方法（MLPG）
	Babuska
	1998年
	MLS
	Petrov-Galerkin

	自然元法（NEM）
	Sukumar N
	1998年
	节点插值法
	Galerkin

	径向基点插值法（RBF）
	G.R.Liu
	2001年
	PIM
	Galerkin和配点法


注：扩展有限元法、多尺度核再生方法、小波伽辽金法等由于还未进入实践工程的应用中去，本表未列出。
2无网格法的求解过程
无网格法和有限元法的计算流程比较如图1所示。
1) 控制方程离散方案：作为数值计算方法，有限元法和无网格法可以采取相同的方式将连续方程离散化，目前有效的方法主要有变分原理法和加权余量法。
2) 区域的离散：有限元法中，求解区域的离散主要是通过网格形式将连续域离散为互不重叠的单元。无网格法中，对于求解域布置一系列附带场信息的节点，而该区域的全部物理信息通过等效转化到这些节点上。在形成节点支持域中，无网格法不同于有限元法，即支持域可以出现重叠或不连续现象，但所有节点支持域之和须覆盖整个求解域。如图2所示。
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3) 单元形函数构造：有限元法单元形函数的构造即通过插值的方法建立节点与单元内任意一点的关系，从而实现将单元的物理信息等效到节点上。而网格方法中，由于无网格法不存在网格，故需要人为对离散区域进行分块，这些几何块称为局部支持域（如图2b所示），各点的形函数需要通过该点的局部支持域进行插值或其它近似方法表示。
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4) 单元/节点刚度和总刚度矩阵形成：有限元法与无网格法都以能量原理或虚功原理为基础，通过节点功与变形能量的等效关系，建立节点方程。对于有限元法，将方程以矩阵的形式排列形成单元刚度矩阵，最后将所有单元刚度依序排列形成总体刚度矩阵。对于无网格法，节点方程即节点刚度矩阵，以节点历遍整个求解域，形成规整的总体刚度矩阵。两种方法最后形成的总刚度方程都可以写成：
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K表示系统的总体刚度矩阵，u是指节点位移，F代表外部施加载荷。
5) 边界条件施加：有限元法中的形函数是通过插值方式构造的，具有kronecker-δ性质，因此对于本质边界条件，有限元可以直接施加边界条件。而对于无网格法，由于大部分构造的形函数不具kronecker-δ性质，因此需要采用特殊的方法来施加本质边界条件，然而针对不同的无网格法采用不同的处理方法。
6) 求解系统方程：通过程序的编制，利用计算机求解方程的近似解。
与有限元法相比，无网格法具有构造形式灵活、自适应能力强、可以摆脱网格的束缚，在动态裂纹扩展、高速冲击、碰撞等大变形数值仿真中具有极大优势。
3几种典型的无网格法及其应用介绍
3.1 SPH方法及其应用简述
SPH方法是一种纯Lagrange方法，在数值计算中摆脱了网格束缚，是基于粒子近似的数值计算方法。SPH方法作为最早产生的无网格法在数值计算领域中得到了广泛应用，也是其它数值计算方法延拓发展的基础。
SPH方法的基本思想是将待求连续介质体看成是分布在介质体上彼此相互作用的质点，连续体的物理信息等效转化到各质点上。通过研究各质点运动形式和轨迹建立运动方程，再结合动力学方程求得连续体的力学行为。从数学逼近的理论来看，只要质点的量足够多，质点间距足够小，就能逼近连续体的分析过程。然而，SPH方法构造的形函数不具备Kronecker-δ性质，因此对于本质边界条件引入需要特殊的处理，目前主要的方法有边界力法、镜像法、反射法、与有限元耦合法。
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SPH方法优点在于它是一种纯Lagrange方法，能避免Euler描述中出现的欧拉网格和材料界面问题，因此特别适合于求解高速碰撞等动态大变形问题。SPH方法在建立之初主要是为了计算无边界域的天体运动和模拟星球碰撞问题。随着理论进一步发展，SPH方法逐歩进入了实际工程数值计算领域并在冲击动力学得到广泛应用。Libersky[9-11]最先采用SPH方法结合材料强度理论成功模拟了理想弹塑性材料在高速撞击过程中力学响应过程。Johnson[12-13]、贝新源[14]、Lee[15]、贾光辉[16]等将SPH方法数值计算方法应用于高速碰撞领域，并取得一定的成果。Swegle和Attaway[17]最早研究了利用SPH方法来计算水下爆炸问题的可行性。Liu[18-19]、杨刚[20]使用SPH方法在爆炸领域进行了深入的模拟研究。此外，Benz[21]、Chakraborty[22]、宋顺成[23-24]分别运用SPH方法分别在材料断裂、侵彻领域进行了探索。图3为SPH方法在高速碰撞、水面爆炸、材料断裂方面的应用示例[12,20,22]。
3.2 RKPM法及其应用简述
随着理论研究的不断深入，SPH方法的缺陷也逐渐显露出来。Dyka[25]发现使用SPH方法求解材料强度问题时出现张力不稳定问题；Morris[26]在研究SPH方法过程中发现求解非均匀布置的粒子时出现不一致性现象。为了解决上述问题，Liu[4-5]提出了RKPM法。RKPM法是在SPH方法的基础上引入修正核函数施加再生核条件，使核函数具有高阶连续性，消除了SPH方法所表现出来的不一致性问题，提高了算法的稳定性。然而，在边界条件的施加方面，RKPM法同样不具备Kronecker-δ性质，需采用特殊处理，目前主要方法有Lagrange乘子法、再生核粒子插值技术、修正变分原理法等。
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RKPM法由于能够很好地将配点法和弱积分形式相结合，是一种比较有发展前景的无网格法。目前，许多学者将RKPM法应用于冲击动力学领域。Liu小组[27-28]最早开展了对RKPM法的研究，并将其应用于材料的动态响应以及结构破坏的研究。Danielosn[29]、Chen[30]、Foroutan[31] 、高政国[32]结合材料力学特性，利用RKPM法对材料在动态接触过程产生大变形以及材料的断裂机理进行研究，取得一定的效果。崔青玲[33-34]、刘永辉[35]采用RKPM法对金属镦粗、金属轧制成型过程进行探索研究。此外，杨红坡[36-37]利用RKPM法分析了地基边坡的稳定性和失效形式。Sherburn[38]、赵光明,宋顺成[39-40]将RKPM法分别用于高速撞击领域的数值计算，其计算结果证明了RKPM法的有效性。图4为RKPM法在裂纹扩展、材料大变形、高速撞击方面的应用示例[32,33,38]。
3.3 EFG法及其应用简述
EFG法是所有无网格法中研究最为广泛的方法之一。EFG法在形函数的构造过程中采用MLS方法，在单元刚度矩阵的形成过程中利用变分原理，在积分方案的实施中使用了背景网格，并采用弱形式进行积分[3,41]。EFG法的形函数为：
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式中，
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是与x有关的待定系数。
由于MLS有很好的数学理论支持，且基本原理是基于最小二乘法，所以数值计算精度较高。MLS方法是已在无网格法中得到广泛应用，是形成无网格法近似函数主要的方法之一。
EFG法的特点在于其单元刚度矩阵形成过程中使用了背景网格，如图5所示。背景网格的作用不同于有限元法中的网格，只起到确定积分区域的作用，而不具有承载和传递物理信息作用。在边界条件的施加方面，由于采用MLS方法构造的形函数不具备Kronecker-δ特性，因此需要作特殊的处理。目前常用的方法有3种，即Lagrange乘子法、修正的变分原理法、罚方法。
由于EFG法具有计算精度高、后处理方便、可消除体积闭锁现象(对不可压缩物体)、收敛快等优点，因此在包括冲击动力学在内的各数值计算领域中得到了很广泛的应用。Belytschcko[42-44]最早对EFG法进行深入的研究，并成功将其应用于材料的裂纹扩展以及动态断裂的分析领域。随后，Sukumar N[45]、Salari-Rad[46]、汤红卫[47]等利用EFG法对材料的断裂过程进行了进一步的探索。Ventura G[48]、Xu[49]、张敦福[50]、李卧东[51]、李九红[52]等采用EFG法对裂纹的扩展方面进行了数值模拟。此外，Lu[53]将EFG法应用一维杆应力波的传播以及平板裂纹扩展的分析与研究；龚曙光[54]将EFG法引入到刚性弹丸钢靶板的穿甲数值计算中。图6为EFG法在材料断裂、裂纹扩展方面的应用示例[46,53]。
3.4其它常见的无网格法
除SPH方法、RKPM法、EFG法之外，无网格法中逐渐兴起且越来越吸引人们关注的是彼得罗夫-伽辽金法MLPG（Mshless Local Petrov-Galerkin）。MLPG法是在EFG法的基础上采用局部弱积分的形式建立形函数，从而彻底摆脱网格的束缚。国内外学者对于MLPG法有浓厚的兴趣，并由此对该方法作了详细的介绍[55]。目前，MLPG法在冲击动力学得到一定的应用。Gu[56-57]采用MLPG法分析了板和梁的振动问题。Batra[58]采用MLPG法对计算裂纹和缺口动态变形过程的精度进行分析。Gao[59]利用MLPG方法研究了弹性波的传播问题。龙述尧[60-63]采用MLPG法分析了分析非线性地基梁受力、弹性地基板局部受力、断裂力学等问题。
另外，比较常见的无网格法还有径向基函数法RBF（Radial Basis Function Method）、单位分解法PU（Partition of Unity）等。由于这些方法在冲击动力学领域的应用较少，故在此不作详述。
4无网格法的不足与发展展望
在过去的30多年，无网格法得到了蓬勃发展，其应用涵盖了大部分数值计算的领域。无网格法作为一种新的数值方法，不需要网格单元，只需要具体的节点信息，处理冲击、碰撞、断裂等强非线性问题时，具有前处理简单、计算精度高等优势。无网格法因形函数的构造和计算模型的选取不同而不同，各种方法都有各自的适用范围和优缺点。但与相对成熟的有限元法相比，无网格法还处于起步阶段，无论是在理论发展程度还是应用范围上，与有限元都相差甚远。无网格法的未来发展主要有以下两方面：
1）无网格法的理论研究与完善。理论方面，无网格法还没有得到深入全面的数学论证，对于求解领域节点的布置方式、支持域的选择以及权函数系数的选取等还是根据个人的经验决定，从而导致计算的稳定性和收敛性不高。另外，边界条件的引入上，目前还没有特别好的方法，基本上是在牺牲计算时间的前提下来保证计算结果的精度。因而，计算稳定性、收敛性等都需要有严谨的数学论证，才能让无网格法得到持久、巨大的发展。
2）无网格法的应用拓展。目前无网格法在许多领域，尤其是冲击动力学领域方面得到一定的实际应用，但仅局限于简单问题的应用与研究，如何将无网格法真正应用于大型工程的数值计算是未来发展的一个重要课题。虽然，有些公司将无网格法的程序包嵌入到有限元商用软件中，如LS-DYNA中嵌入SPH算法的程序包，但适用面窄，对于实际问题的处理还不够成熟。因此，对于商用软件的开发与应用也是无网格法未来所需要做的工作。
5小结
本文概述了无网格数值计算方法在冲击动力学领域的应用。首先，对比了无网格法和有限元法的计算流程，分别从控制方程离散方案、区域的离散、单元形函数的构造、单元/节点刚度的计算以及边界条件的施加等几方面进行了比较。然后，详细介绍了SPH方法、RKPM法、EFG法三种常见的无网格法的基本原理及应用。最后，根据无网格法的局限性提出了几点未来发展的展望。
总之，将无网格法完全或者部分摆脱网格束缚的优点和冲击动力学的作用时间短，应变率高、大变形等特点完美结合起来，将会在冲击动力学数值计算领域发挥巨大作用。
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图1 无网格法和有限元法求解过程比较
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图2 有限元与无网格的区域离散比较








(a) 有限元





(b) 无网格





图3 SPH方法应用示例








图4 RKPM法应用示例








图5 背景网格示意图








图6 EFG法应用示例
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