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基于决策向量的分辨矩阵构造方法 ①
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摘　要：Ｓｋｏｗｒｏｎ分辨矩阵是代数观点属性约简模型的一种演化，其本质在于保持系统中非冲突对象与其他对象的可
分辨关系不变，不能刻画常见的非代数观点属性约简准则．属性约简准则的本质体现为保持决策信息系统的某种特定可分
辨特性不发生变化，决策信息系统具有多方面可分辨特性，单一属性约简准则仅能刻画其中某一特性．为将不同的属性约
简准则运用统一的分辨矩阵形式加以描述，在定义条件等价类的决策向量基础上，构建了决策向量简化决策系统，进而设

计满足不同属性约简准则的分辨矩阵及分辨函数，给出其与对应准则属性约简模型的等价性证明，推理证明与仿真实例说

明了该方法的可行性与有效性．
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效分析理论与方法，现已广泛应用于知识获取、数据挖掘、模式识别、机器学习等众多领域［２］．属性约简能
够在保持系统可辨识特性前提下删除冗余属性，压缩数据容量减小存储空间，因而一直是粗糙集理论的重

要研究内容．
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约简准则反映了约简属性过程中保持系统特定可分辨信息的特性，决策信息系统具有多方面分类特

征，单一属性约简准则仅能刻画其中某一方面．文献［３］对五种属性约简准则作出比较研究，张文修等［４－５］

讨论了分布约简、分配约简、最大分布约简与近似约简间相互关系．邓大勇等［６－７］研究了代数观点下约简

与信息论观点下约简等各主要约简准则间的关系，证明了信息论观点下的约简等价于代数意义下的μ－决
策约简．Ｚｈｏｕ等［８］详细地比较分析目前已有的各种约简准则，针对不相容决策系统将其归为六类．

苗夺谦等［９］揭示了相对约简目标函数在相容与不相容系统中的关系，依据其共性提出了普适分辨矩

阵概念，为研究不同约简准则分辨矩阵奠定了理论基础．文献［１０］设计满足代数与信息论观点约简的分辨
矩阵，但并未给出满足其他常见约简准则分辨矩阵的构造方法．

本文依据条件等价类定义决策向量，在此基础上定义了一种简化决策系统，进而设计满足不同属性约

简准则的分辨矩阵，并给出其正确性证明，以保证利用所设计分辨矩阵求取对应准则属性约简的正确高

效，为进一步设计高效属性约简算法奠定了分辨矩阵构造基础．

１　属性约简准则

决策系统是粗糙集理论的基础数据结构，决策系统形式化表示为 ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪ Ｄ，Ｖ，ρ），其中 Ｕ＝

｛ｏ１，ｏ２，…，ｏｎ｝为非空有限论域；Ｃ为条件属性集，Ｄ为决策属性集，Ｃ∩Ｄ＝；Ｖ＝∪ａ∈（Ｃ∪Ｄ）Ｖａ为属性
值域，其中Ｖａ为属性ａ的值域；ρ：Ｕ×（Ｃ∪Ｄ）→Ｖ为信息函数，ρ（ｏｉ，ａ）表示对象ｏｉ在属性ａ上的取值，
其中ｏｉ∈Ｕ，ａ∈（Ｃ∪Ｄ）．

约简准则的本质体现为保持系统某种可分辨特性不发生变化，决策信息系统具有多方面可分辨特性，

单一属性约简准则仅能刻画其中某一特性．许多研究者对不同约简准则作了大量研究，文献［８］详细地比
较分析已有各种约简准则，针对不相容决策系统将其归为６类，即绝对属性约简、相对关系属性约简、相对
正域属性约简、条件分布属性约简、最大条件分布属性约简、决策值集属性约简．

定义１　给定决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），若Ｒ（ＲＣ）满足：
１）ＩＮＤ（Ｒ）＝ＩＮＤ（Ｃ）；
２）Ｒ′Ｒ，ＩＮＤ（Ｒ′）≠ＩＮＤ（Ｃ）．
则称Ｒ为决策系统的绝对属性约简．

式中：ＩＮＤ（Ｒ）为系统的绝对不可分辨关系，ＩＮＤ（Ｒ）＝｛（ｕ，ｖ）∈Ｕ×Ｕ：ｕ∈Ｕ∧ｖ∈Ｕ∧（ａ∈Ｒ→
ρ（ｕ，ａ）＝ρ（ｖ，ａ））｝．绝对属性约简的约简准则在于，保持条件属性集等价关系导致的商集不变，该约简
准则用于不含决策或不考虑决策的属性约简情形．

定义２　给定决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），若Ｒ（ＲＣ）满足：
１）ＩＮＤ（Ｒ｜Ｄ）＝ＩＮＤ（Ｃ｜Ｄ）；
２）Ｒ′Ｒ，ＩＮＤ（Ｒ′｜Ｄ）≠ＩＮＤ（Ｒ｜Ｄ）．
则称Ｒ为决策系统的相对关系属性约简．

式中：ＩＮＤ（Ｒ｜Ｄ）为系统的相对不可分辨关系，ＩＮＤ（Ｒ｜Ｄ）＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ｜（ａ∈Ｒ→ρ（ｘ，ｃ）＝

ρ（ｙ，ｃ））∨ρ（ｘ，ｄ）＝ρ（ｙ，ｄ）｝．相对不可分辨关系ＩＮＤ（Ｂ｜Ｄ）中任意对象对均具有相同的条件属性值
或决策属性值，若其属于ＩＮＤ（Ｂ），则一定属于ＩＮＤ（Ｂ｜Ｄ），反之不一定成立．

定义３　给定决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），若Ｒ（ＲＣ）满足：
１）ＰＯＳＣ（Ｄ）＝ＰＯＳＲ（Ｄ）；
２）Ｒ′Ｒ，ＰＯＳＲ′（Ｄ）≠ＰＯＳＲ（Ｄ）．
则称Ｒ为决策系统的相对正域属性约简．

式中：ＰＯＳＲ Ｘ( ) 称为决策相对于条件属性Ｒ的相对正域，是根据知识ＩＮＤ（Ｒ）判断商集Ｕ／ＩＮＤ（Ｒ）中
必定包含于Ｘ的元素的并，ＰＯＳＲ Ｘ( ) ＝∪｛Ｘｉ：Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｒ）∧ＸｉＸ｝．相对正域属性约简准则本质
在于保持可确定分类的对象集不变，而忽略边界区域的粒度变化．

定义４　给定决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），若Ｒ（ＲＣ）满足：

３６
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１）ｘ∈Ｕ，μＲ（ｘ）＝μＣ（ｘ）；
２）Ｒ′Ｒ，ｘ∈Ｕ使得μＲ′（ｘ）≠μＲ（ｘ）．
则称Ｒ为决策系统的条件分布属性约简．

式中：μＲ（ｘ）为对象 ｘ∈ Ｕ在条件属性 Ｒ（Ｒ Ｃ）下关于决策属性 Ｄ的条件分布函数，μＲ（ｘ）＝

（Ｄ１∩［ｘ］Ｒ ／［ｘ］Ｒ ，Ｄ２∩［ｘ］Ｒ ／［ｘ］Ｒ ，…，Ｄ｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）｜∩［ｘ］Ｒ ／［ｘ］Ｒ ）．条件分布属性约简准
则本质在于保持决策系统中任意对象的条件分布函数不变，即保证了由对象所导出规则的置信度不发生

变化，这是知识发现过程中应予考虑的重要特性之一．
定义５　给定决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），若Ｒ（ＲＣ）满足：
１）ｘ∈Ｕ，γＲ（ｘ）＝γＣ（ｘ）；
２）Ｒ′Ｒ，ｘ∈Ｕ使得γＲ′（ｘ）≠γＲ（ｘ）．
则称Ｒ为决策系统的最大条件分布属性约简．

式中：γＲ（ｘ）为对象ｘ∈Ｕ在条件属性Ｒ（ＲＣ）下关于决策属性Ｄ的最大隶属决策集，γＲ（ｘ）＝｛（ｉ，
Ｄｉ∩［ｘ］Ｒ ／［ｘ］Ｒ ）：Ｄｉ∩［ｘ］Ｒ ／［ｘ］Ｒ ＝ｍａｘ Ｄ１∩［ｘ］Ｒ ／［ｘ］Ｒ ，…，｜Ｄ｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）｜∩［ｘ］Ｒ｜{ ／
｜［ｘ］Ｒ｜｝｝．最大条件分布属性约简准则本质在于保持系统中任意对象的最大隶属决策集不变，即保证取
极大置信度值的规则不发生变化，若在规则获取后设置足够大阈值过滤所得规则集，保持条件分布函数不

变与保持条件最大隶属不变可得到相同的结果规则集．
定义６　给定决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），若Ｒ（ＲＣ）满足：
（１）ｘ∈Ｕ，δＲ（ｘ）＝δＣ（ｘ）；
（２）Ｒ′Ｒ，ｘ∈Ｕ使得δＲ′（ｘ）≠δＲ（ｘ）．
则称Ｒ为决策系统的决策值集属性约简．

式中：δＲ（ｘ）为对象ｘ∈Ｕ在条件属性Ｒ（ＲＣ）下关于决策属性Ｄ的决策值集，δＲ（ｘ）＝｛ρ（ｙ，Ｄ）：ｙ∈Ｕ∧
［ｘ］Ｒ∩［ｙ］Ｒ≠｝．分配约简的约简准则本质在于保持决策系统中任意对象所属条件等价类的决策值种类不
发生变化．

２　基于决策向量的分辨矩阵构造

Ｓｋｏｗｒｏｎ首次提出分辨矩阵概念［１１］，并证明决策系统属性约简集与分辨函数质蕴涵项一一对应，将求

解系统属性约简转换为求解分辨函数质蕴涵项问题．但 Ｓｋｏｗｒｏｎ分辨矩阵仅是代数观点属性约简模型的
一种演化，不能描述常见的多种属性约简准则，为使分辨矩阵能够描述不同属性约简准则体现的可分辨特

性，必须对分辨矩阵元素重新进行合理构造．
本节在定义条件等价类决策向量基础上，定义了简化决策系统，进而基于决策向量设计满足不同属性

约简准则的分辨矩阵，并给出其与对应准则属性约简模型的等价性证明，以保证利用所设计分辨矩阵求取

对应准则属性约简的正确高效．
定义７　给定决策系统ＤＳ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），论域Ｕ关于Ｃ和Ｄ的划分分别记为Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）＝｛

Ｘ１，…，Ｘ｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜｝与 Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）＝｛Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙ｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）｜｝，则对于任意条件等价类 Ｘｉ∈ Ｕ／ＩＮＤ
（Ｃ）（１≤ｉ≤｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜），其决策向量ＤＶ（Ｘｉ）定义为

ＤＶ（Ｘｉ）＝＜
｜Ｘｉ∩Ｙ１｜
｜Ｘｉ｜

，
｜Ｘｉ∩Ｙ２｜
｜Ｘｉ｜

，…，
｜Ｘｉ∩Ｙ｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）｜｜

｜Ｘｉ｜
＞．

条件等价类的决策向量反映了该条件等价类相对各决策的隶属度分配．对于一致条件等价类 Ｘｉ，由

于Ｙｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｄ）使得
｜Ｙｊ∩Ｘｉ｜
｜Ｘｉ｜

＝１，故ＤＶ（Ｘｉ）第ｊ维值为１其他维值均为０．

定义８　给定决策系统 ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪ Ｄ，Ｖ，ρ＞，其简化决策系统定义为：ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ
（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，Ｖ′＝∪ａ∈Ｃ∪Ｄ′Ｖａ，Ｖａ为属性ａ的值域；ρ′：Ｕ×（Ｃ∪ Ｄ′）→ Ｖ′为信息函数，使得

ρ′（Ｘｉ，ａ）∈Ｖａ（Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），ａ∈Ｃ∪Ｄ′），其中ρ′（Ｘｉ，Ｄ′）＝ＤＶ（Ｘｉ）．
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定义９　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞及ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，其绝对属性
约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝为｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜×｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜矩阵，其元素ｍｉｊ（１＜ｉ≤｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜，１
≤ｊ＜ｉ）定义为

ｍｉｊ＝ ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }．
定理１　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，及其绝对属性

约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝，ＩＮＤ（Ｒ）＝ＩＮＤ（Ｃ）的充要条件为ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠．
证明：若ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠，运用反证法假设ＩＮＤ（Ｒ）＝ＩＮＤ（Ｃ）不成立，那么一定有Ｘｉ，

Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）（ｍｉｊ≠）使得Ｘｉ与Ｘｊ在条件属性Ｒ上取相同值，在条件属性Ｃ上取不同值，而ｍｉｊ＝
ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，因此Ｒ∩ｍｉｊ＝，这与前提Ｒ∩ｍｉｊ≠矛盾，故假设不成立，因
此“ＩＮＤ（Ｒ）＝ＩＮＤ（Ｃ）”成立．

若ＩＮＤ（Ｒ）＝ ＩＮＤ（Ｃ），运用反证法假设“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠”不成立则ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ＝

，那么必有Ｘｉ，Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上取相同值但在Ｃ上取不同值，则必有ＩＮＤ（Ｒ）≠
ＩＮＤ（Ｃ），这与前提相矛盾．因此假设不成立，故有“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠”．

定义１０　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞及ｓｉｍ（ＤＳ）＝ ＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，其相对关系
属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝为｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜×｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜矩阵，其元素ｍｉｊ（１＜ｉ≤｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜，
１≤ｊ＜ｉ）定义为

ｍｉｊ＝

ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，（｜λ１ρ′（Ｘｉ，Ｄ′）｜＝１∧｜λ１ρ′（Ｘｊ，Ｄ′）｜＝１∧

　　　　ρ′（Ｘｉ，Ｄ′）≠ρ′（Ｘｊ，Ｄ′））∨（｜λ０ρ′（Ｘｉ，Ｄ′）｜＞１∨｜λ０ρ′（Ｘｊ，Ｄ′）｜＞１）；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．
{

定理２　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，及其相对关系
属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝，ＩＮＤ（Ｒ／Ｄ）＝ＩＮＤ（Ｃ／Ｄ）的充要条件为ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠．

证明：若ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠，运用反证法假设ＩＮＤ（Ｒ／Ｄ）＝ＩＮＤ（Ｃ／Ｄ）不成立，那么一定有
Ｘｉ，Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）（ｍｉｊ≠）使得Ｘｉ与Ｘｊ在条件属性Ｒ上取相同值，即ａ∈Ｒ→ρ′（Ｘｉ，ａ）＝ρ′（Ｘｊ，
ａ），而ｍｉｊ＝ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，因此Ｒ∩ｍｉｊ＝，这与前提Ｒ∩ｍｉｊ≠矛盾，故假设
不成立，因此ＩＮＤ（Ｒ／Ｄ）＝ＩＮＤ（Ｃ／Ｄ）．

若ＩＮＤ（Ｒ／Ｄ）＝ ＩＮＤ（Ｃ／Ｄ），运用反证法假设“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠”不成立则ｍｉｊ≠→Ｒ∩
ｍｉｊ＝，那么必有Ｘｉ，Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上取相同值但在Ｃ上取不同值，则必有ＩＮＤ（Ｒ／Ｄ）≠
ＩＮＤ（Ｃ／Ｄ），这与前提相矛盾．因此假设不成立，故有“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠”．

定义１１　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞及ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，其相对正
域属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝为｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜×｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜矩阵，其元素ｍｉｊ（１＜ｉ≤｜Ｕ／ＩＮＤ
（Ｃ）｜，１≤ｊ＜ｉ）定义为

ｍｉｊ＝

ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，　　ρ′（Ｘｉ，Ｄ）≠ρ′（Ｘｊ，Ｄ）∧（｜λ１ρ′（Ｘｉ，Ｄ）｜＝

１∨｜λ１ρ′（Ｘｊ，Ｄ）｜＝１）；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．
{

定理３　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，及相对正域属
性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝，ＰＯＳＣ（Ｄ）＝ＰＯＳＲ（Ｄ）的充要条件为ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠．

证明：若ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠，利用反证法假设ＰＯＳＣ（Ｄ）≠ＰＯＳＲ（Ｄ）则存在Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ
（Ｃ），Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）（ｍｉｊ≠）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上不可分辨但在Ｃ上可分辨，具有不同决策且至少其
中之一包含于ＰＯＳＣ（Ｄ），而ｍｉｊ＝ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，因此Ｒ∩ｍｉｊ＝，这与前提Ｒ∩
ｍｉｊ≠矛盾，因此假设“ＰＯＳＣ（Ｄ）≠ＰＯＳＲ（Ｄ）”不成立，从而有“ＰＯＳＣ（Ｄ）＝ＰＯＳＲ（Ｄ）”成立．

若ＰＯＳＣ（Ｄ）＝ ＰＯＳＲ（Ｄ），利用反证法假设ｍｉｊ≠使得Ｒ∩ｍｉｊ＝，则存在Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｘｊ∈
Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上不可分辨但在Ｃ上可分辨，具有不同决策且至少其中之一包含于ＰＯＳＣ
（Ｄ），即两个具有不同决策的条件等价类Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上发生合并，必会导致相对正域的变化即ＰＯＳＣ（Ｄ）≠

５６



湖南科技大学学报（自然科学版） ２０１７年第３２卷

ＰＯＳＲ（Ｄ），这与前提相矛盾．故假设“ｍｉｊ≠使得Ｒ∩ｍｉｊ＝”不成立，从而有其逆命题“ｍｉｊ≠→
Ｒ∩ｍｉｊ≠”成立．

定义１２　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞及ｓｉｍ（ＤＳ）＝ ＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，其条件分布
属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝为｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜×｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜矩阵，其元素ｍｉｊ（１＜ｉ≤｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜，
１≤ｊ＜ｉ）定义为

ｍｉｊ＝
ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }， ρ′（Ｘｉ，Ｄ′）≠ρ′（Ｘｊ，Ｄ′）；

 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．{
定理４　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，ｓｉｍ（ＤＳ）＝ ＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，及其条件分布

属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝，ｘ∈Ｕ→μＲ（ｘ）＝ μＣ（ｘ）的充要条件为ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠．
证明：若ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠，利用反证法假设ｘ∈Ｕ→μＲ（ｘ）＝ μＣ（ｘ）不成立，则存在Ｘｉ∈

Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）（ｍｉｊ≠）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上不可分辨且其分布函数不相等即ρ′（Ｘｉ，Ｄ′）≠
ρ′（Ｘｊ，Ｄ′），而ｍｉｊ＝ ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，因此Ｒ∩ｍｉｊ＝，这与前提Ｒ∩ｍｉｊ≠矛盾，因
此假设不成立，从而ｘ∈Ｕ→μＲ（ｘ）＝ μＣ（ｘ）成立．

若ｘ∈Ｕ→μＲ（ｘ）＝μＣ（ｘ），利用反证法假设“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠”不成立，则ｍｉｊ≠使
得 Ｒ∩ｍｉｊ＝，即Ｘｉ，Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上不可分辨但在Ｃ上可分辨且ρ′（Ｘｉ，Ｄ′）≠
ρ′（Ｘｊ，Ｄ′），即２个具有不同分布函数的条件等价类 Ｘｉ与 Ｘｊ在 Ｒ上发生合并，这与前提“ｘ∈ Ｕ→
μＲ（ｘ）＝μＣ（ｘ）”相矛盾．故假设不成立，从而有“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠”成立．

定义１３　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞及ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，其最大条
件分布属性约简分辨矩阵 ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝为 ｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜×｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜矩阵，其元素 ｍｉｊ（１＜ｉ≤｜
Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜，１≤ｊ＜ｉ）定义为

ｍｉｊ＝
ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }， γＣ（Ｘｉ）≠γＣ（Ｘｊ）；

 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．{
定理５　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，及最大条件分

布属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝，ｘ∈Ｕ→γＲ（ｘ）＝γＣ（ｘ）的充要条件为ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠．
证明：若ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠，利用反证法假设ｘ∈Ｕ，γＲ（ｘ）≠γＣ（ｘ）则存在Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ

（Ｃ），Ｘｊ∈ Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）（ｍｉｊ≠ ）使得 Ｘｉ与 Ｘｊ在 Ｒ上不可分辨且 γＣ（Ｘｉ）≠ γＣ（Ｘｊ），而 ｍｉｊ＝
ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，因此Ｒ∩ｍｉｊ＝，这与前提Ｒ∩ｍｉｊ≠矛盾，因此假设“ｘ∈
Ｕ，γＲ（ｘ）≠γＣ（ｘ）”不成立，从而其逆命题“ｘ∈Ｕ→γＲ（ｘ）＝γＣ（ｘ）”成立．

若ｘ∈Ｕ→γＲ（ｘ）＝γＣ（ｘ），利用反证法假设ｍｉｊ≠使得Ｒ∩ｍｉｊ＝，则存在Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），
Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上不可分辨但在Ｃ上可分辨且γＣ（Ｘｉ）≠γＣ（Ｘｊ），即２个条件最大隶
属度不同的条件等价类Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上发生合并，必会导致条件最大隶属度的变化即γＣ（Ｘｉ）≠γＣ（Ｘｊ），
这与前提相矛盾．故假设“ｍｉｊ≠使得Ｒ∩ｍｉｊ＝”不成立，从而有其逆命题“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠
”成立．

定义１４　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞及ｓｉｍ（ＤＳ）＝ ＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，其决策值集
属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝为｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜×｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜矩阵，其元素ｍｉｊ（１＜ｉ≤｜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）｜，
１≤ｊ＜ｉ）定义为

ｍｉｊ＝
ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }， λ０ρ′（Ｘｉ，Ｄ）≠λ０ρ′（Ｘｊ，Ｄ）；

 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．{
定理６　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，ｓｉｍ（ＤＳ）＝＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，及其决策值集

属性约简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝，ｘ∈Ｕ，δＲ（ｘ）＝δＣ（ｘ）的充要条件为ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠．
证明：若ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠，利用反证法假设ｘ∈Ｕ，δＲ（ｘ）≠δＣ（ｘ）则存在Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ

（Ｃ），Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）（ｍｉｊ≠）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上不可分辨且其决策值集不相等，即２个决策值集不
同的条件等价类Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上发生合并，而ｍｉｊ＝ ａａ∈Ｃ∧ρ′（Ｘｉ，ａ）≠ρ′（Ｘｊ，ａ）{ }，因此Ｒ∩ｍｉｊ＝
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，这与前提Ｒ∩ｍｉｊ≠矛盾，因此假设“ｘ∈Ｕ，δＲ（ｘ）≠δＣ（ｘ）”不成立，从而其逆命题“ｘ∈Ｕ，

δＲ（ｘ）＝δＣ（ｘ）”成立．
若 ｘ∈Ｕ，δＲ（ｘ）＝δＣ（ｘ），利用反证法假设ｍｉｊ≠使得Ｒ∩ｍｉｊ＝，则存在Ｘｉ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），

Ｘｊ∈Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ）使得Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上不可分辨但在Ｃ上可分辨且δＲ（ｘ）≠δＣ（ｘ）（ｘ∈Ｘｉ∪Ｘｊ），即２个
决策值集不同的条件等价类Ｘｉ与Ｘｊ在Ｒ上发生合并，必会导致决策值集的变化即δＲ（ｘ）≠δＣ（ｘ），这与
前提相矛盾．故假设“ｍｉｊ≠使得Ｒ∩ｍｉｊ＝”不成立，从而可得出其逆命题“ｍｉｊ≠→Ｒ∩ｍｉｊ≠
”成立．

定义１５　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，ｓｉｍ（ＤＳ）＝ ＜Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ），Ｃ∪Ｄ′，Ｖ′，ρ′＞，及其上的属性约
简分辨矩阵ＭＤＳ＝｛ｍｉｊ｝，其分辨函数定义为：ＤＦ（ＤＳ）＝ ∧｛∨ｍｉｊ：１≤ｊ＜ｉ≤ｎ，ｍｉｊ∈ＭＤＳ∧ｍｉｊ≠｝．
其中∨ｍｉｊ＝∨ａ（ａ∈ｍｉｊ）表示矩阵元素ｃｉｊ中所有属性的析取．

定理７　给定ＤＳ＝＜Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ＞，其分辨函数为ＤＦ，则决策系统的属性约简集与ＤＦ质蕴涵项
一一对应．

定理７证明过程详见文献［１１］．由于属性约简只与分辨函数ＤＦ质蕴涵项有关，可运用吸收律与消解
律化简ＤＦ为一合取范式．这样，可将求解决策系统各准则属性约简问题转化为决策分辨函数合取范式与
析取范式的转换问题．

３　实例分析

为更好地说明本文基于决策向量构造不同约简准则分辨矩阵方法的有效性，以表１所示决策系统为
例进行分析说明．

表１　 决策系统ＤＳ

Ｕ ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５ ａ６ ｄ

Ｘ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｘ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １

Ｘ３ １ １ １ ０ ０ ０ １

Ｘ４ １ １ ０ １ ０ ０ ０

Ｘ５ １ １ ０ １ ０ ０ １

Ｘ６ １ １ ０ １ ０ ０ １

Ｘ７ １ ０ ０ ０ ０ １ ０

Ｘ８ １ ０ ０ ０ ０ １ １

Ｘ９ １ ０ １ １ １ ０ ０

据定义８可得简化决策系统见表２．
表２　 简化决策系统

Ｕ／ＩＮＤ（Ｃ） ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５ ａ６ Ｄ′

Ｘ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ （０．５，０．５）

Ｘ２ １ １ １ ０ ０ ０ （０，１）

Ｘ３ １ １ ０ １ ０ ０ （０．３３３，０．６６７）

Ｘ４ １ ０ ０ ０ ０ １ （０．５，０．５）

Ｘ５ １ ０ １ １ １ ０ （１，０）

按定义９得到绝对属性约简分辨矩阵见表３，其分辨函数为（ａ１∨ａ２∨ａ３）∧（ａ１∨ａ２∨ａ４）∧（ａ３∨
ａ４）∧（ａ１∨ａ６）∧（ａ２∨ａ３∨ａ６）∧（ａ２∨ａ４∨ａ６）∧（ａ２∨ａ４∨ａ５）∧（ａ２∨ａ３∨ａ５），将其转化为等
价的极小析取范式 （ａ１∧ ａ２∧ ａ３）∨ （ａ２∧ ａ３∧ ａ６）∨ （ａ１∧ ａ２∧ ａ４）∨ （ａ２∧ ａ４∧ ａ６）∨ （ａ１∧
ａ３∧ａ４）∨（ａ３∧ａ４∧ａ６）∨∨（ａ１∧ａ３∧ａ５∧ａ６）∨（ａ１∧ａ４∧ａ５∧ａ６）．因此决策系统ＤＳ的绝对属性
约简为｛｛ａ

１
ａ
２
ａ
３
｝，｛ａ

２
ａ
３
ａ
６
｝，｛ａ

１
ａ
２
ａ
４
｝，｛ａ

２
ａ
４
ａ
６
｝，｛ａ

１
ａ
３
ａ
４
｝，｛ａ

３
ａ
４
ａ
６
｝，｛ａ

１
ａ
３
ａ
５
ａ
６
｝，｛ａ

１
ａ
４
ａ
５
ａ
６
｝｝．
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按定义１０得到相对关系属性约简分辨矩阵与表３相同，因此决策系统ＤＳ的相对关系属性约简与绝对
属性约简相同，即为 ｛｛ａ１ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ３ａ６｝，｛ａ１ａ２ａ４｝，｛ａ２ａ４ａ６｝，｛ａ１ａ３ａ４｝，｛ａ３ａ４ａ６｝，｛ａ１ａ３ａ５ａ６｝，
｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝．

表３　 绝对属性约简分辨矩阵

Ｘ１ Ｘ２ Ｘ３ Ｘ４ Ｘ５
Ｘ１ Ф Ф Ф Ф Ф
Ｘ２ ｛ａ１ａ２ａ３｝ Ф Ф Ф Ф
Ｘ３ ｛ａ１ａ２ａ４｝ ｛ａ３ａ４｝ Ф Ф Ф
Ｘ４ ｛ａ１ａ６｝ ｛ａ２ａ３ａ６｝ ｛ａ２ａ４ａ６｝ Ф Ф
Ｘ５ ｛ａ１ａ３ａ４ａ５｝ ｛ａ２ａ４ａ５｝ ｛ａ２ａ３ａ５｝ ｛ａ３ａ４ａ５ａ６｝ Ф

按定义１１得到相对正域分辨矩阵见表４，其分辨函数为（ａ１∨ａ２∨ａ３）∧（ａ３∨ａ４）∧（ａ２∨ａ３∨
ａ６）∧（ａ２∨ａ４∨ａ５）∧（ａ２∨ａ３∨ａ５），将其转化为等价的极小析取范式（ａ２∧ａ３）∨（ａ２∧ａ４）∨（ａ３∧
ａ４）∨（ａ３∧ａ５）∨（ａ１∧ａ４∧ａ５∧ａ６）．因此决策系统ＤＳ的相对正域属性约简为｛｛ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ４｝，
｛ａ３ａ４｝，｛ａ３ａ５｝，｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝．

表４　 相对正域属性约简分辨矩阵

Ｘ１ Ｘ２ Ｘ３ Ｘ４ Ｘ５
Ｘ１ Ф Ф Ф Ф Ф
Ｘ２ ｛ａ１ａ２ａ３｝ Ф Ф Ф Ф
Ｘ３ Ф ｛ａ３ａ４｝ Ф Ф Ф
Ｘ４ Ф ｛ａ２ａ３ａ６｝ Ф Ф Ф
Ｘ５ ｛ａ１ａ３ａ４ａ５｝ ｛ａ２ａ４ａ５｝ ｛ａ２ａ３ａ５｝ ｛ａ３ａ４ａ５ａ６｝ Ф

按定义１２得到条件分布属性约简分辨矩阵见表５，其分辨函数为（ａ１∨ａ２∨ａ３）∧（ａ１∨ａ２∨ａ４）∧
（ａ３∨ａ４）∧（ａ２∨ａ３∨ａ６）∧（ａ２∨ａ４∨ａ６）∧（ａ２∨ａ４∨ａ５）∧（ａ２∨ａ３∨ａ５），将其转化为等价的
极小析取范式（ａ２∧ａ３）∨（ａ２∧ａ４）∨（ａ３∧ａ４）∨（ａ１∧ａ３∧ａ５∧ａ６）∨（ａ１∧ａ４∧ａ５∧ａ６）．因此
决策系统ＤＳ的条件分布属性约简为｛｛ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ４｝，｛ａ３ａ４｝，｛ａ１ａ３ａ５ａ６｝，｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝．

按定义１３得到最大条件分布属性约简分辨矩阵与表５相同，因此决策系统ＤＳ的最大条件分布属性
约简与条件分布属性约简相同，即为｛｛ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ４｝，｛ａ３ａ４｝，｛ａ１ａ３ａ５ａ６｝，｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝．

按定义１４得到决策值集属性约简分辨矩阵与表４相同，因此决策系统ＤＳ的决策值集属性约简与相
对正域属性约简相同，即为｛｛ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ４｝，｛ａ３ａ４｝，｛ａ３ａ５｝，｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝．

表５　 条件分布属性约简分辨矩阵

Ｘ１ Ｘ２ Ｘ３ Ｘ４ Ｘ５
Ｘ１ Ф Ф Ф Ф Ф
Ｘ２ ｛ａ１ａ２ａ３｝ Ф Ф Ф Ф
Ｘ３ ｛ａ１ａ２ａ４｝ ｛ａ３ａ４｝ Ф Ф Ф
Ｘ４ Ф ｛ａ２ａ３ａ６｝ ｛ａ２ａ４ａ６｝ Ф Ф
Ｘ５ ｛ａ１ａ３ａ４ａ５｝ ｛ａ２ａ４ａ５｝ ｛ａ２ａ３ａ５｝ ｛ａ３ａ４ａ５ａ６｝ Ф

针对给定决策系统 ＤＳ，相对关系属性约简与绝对属性约简集相同，为 ｛｛ａ１ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ３ａ６｝，
｛ａ１ａ２ａ４｝，｛ａ２ａ４ａ６｝，｛ａ１ａ３ａ４｝，｛ａ３ａ４ａ６｝，｛ａ１ａ３ａ５ａ６｝，｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝；最大条件分布属性约简与条件分布属
性约简集相同，为｛｛ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ４｝，｛ａ３ａ４｝，｛ａ１ａ３ａ５ａ６｝，｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝；相对正域属性约简与决策值属性
约简集相同，为｛｛ａ２ａ３｝，｛ａ２ａ４｝，｛ａ３ａ４｝，｛ａ３ａ５｝，｛ａ１ａ４ａ５ａ６｝｝．条件分布属性约简集中存在约简为相对
关系属性约简集中约简的真子集；相对正域属性约简集中存在约简｛ａ３ａ５｝为条件分布属性约简集中约简
｛ａ１ａ３ａ５ａ６｝的真子集．文献［８］研究表明，相对关系属性约简与绝对属性约简准则严格于条件分布属性约
简与最大条件分布属性约简、条件分布属性约简准则严格于相对正域属性约简与决策值属性约简，以上分
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析结果与此结论吻合，进一步验证了本文不同约简准则分辨矩阵构造方法的正确有效．

４　结论

基于Ｓｋｏｗｒｏｎ分辨矩阵的属性约简模型与基于正域的属性约简模型等价，不能刻画保持其他信息特
性侧面下的属性约简．本文在提出条件等价类的决策向量基础上，构建了决策向量简化决策系统，进而设
计满足不同约简准则的分辨矩阵及其分辨函数，证明其与对应准则的属性约简模型等价．已有的基于
Ｓｋｏｗｒｏｎ分辨矩阵的成熟约简算法均可平移到本文基于决策向量构造的分辨矩阵之上，为研究不同准则
属性约简模型提供了一条新的思路．
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