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桥塔纵向作用下悬索桥主缆的非线性参数振动 ①
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摘　要：研究特大悬索桥施工过程中主缆非线性参数振动问题．综合考虑主缆垂度、大变形引起的几何非线性等因素，
将桥塔塔顶振动考虑为主缆的参数激励项，利用Ｎｅｗｔｏｎ定律建立的主缆参数振动控制方程，运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ和多尺度方法对
主缆参数振动进行了理论分析，以某悬索桥中的主缆为例，运用有限元程序计算了桥塔的前２０阶频率，通过桥塔与主缆的
第一阶面内频率匹配，０号桥塔的第１１，１３阶振动及３号桥塔的第４阶振动激发主缆参数振动的可能性最大，数值分析了
主缆发生参数振动时的位移时间历程和索力变化规律．研究结果表明，当桥塔的局部振动频率约为主缆振动频率的２倍左
右时，主缆容易发生参数振动，发生参数振动时，位移响应显著，缆索张力增量很小．
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悬索桥是特大跨径桥梁的主要形式之一，主要由悬索、索塔、锚碇、吊杆、桥面系等部分组成，以承受拉

力为主的悬索是悬索桥的主要承重构件，由于悬索具有轻质量、大柔度和低阻尼的特点，极易在边界条件
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发生改变的条件下产生大幅度参数振动，因此，为保证悬索桥施工过程及运营过程中的结构安全，索参数

共振问题受到国内外学者的高度重视［１］．
１９８２年Ｋｏｖａｃｓ［２］首次用参数激励来说明斜拉桥中斜拉索大幅度参数振动的机理，这种振动的特点为

斜拉桥在外荷载激励下，桥面和桥塔首先产生振动，而后又激发斜拉索振动．在索的力学模型中，参数作为
激励且依赖时间变化出现在悬索的控制方程中，而当激励的频率与索的某阶频率成某种倍数关系，小幅激

励可能引起悬索的大幅度振动．对于索的振动问题，国内外学者进行了广发而深入的研究［３－１０］，限于篇幅，

这里不再赘述．
本文针对国内某特大悬索桥施工过程中的主缆进行参数振动分析，综合考虑主缆垂度、大位移而引起

的几何非线性等因素，将桥塔塔顶振动考虑为主缆的参数激励项，推导了主缆的参数振动控制方程，并运

用了多尺度方法求解该方程，利用施工过程中观测的塔顶最大位移，数值分析了主缆发生参数振动的力学

行为，得到了主缆幅频响应曲线及激频曲线，并给出了主缆在桥塔激励下发生参数振动时的位移时程曲线

和索力变化规律．

１　运动方程的建立

主缆参数振动的力学模型见图１所示．假设主缆单位长度的质量为 ｍ，弦长为 Ｌ，截面面积为 Ａ，主缆
的垂度ｄ，弹性模量为Ｅ，张力为Ｔ，初张力为Ｔ０，动张力为ΔＴ，对应的水平分力分别为Ｈ，Ｈ０及ΔＨ，沿水
平向建立直角坐标系，ｖ（ｘ，ｔ）为主缆的面内振动位移，假设塔顶处的水平动位移为Ｘ（ｔ）．

图１　主缆的振动模型

假设缆索的重力垂度曲线为抛物线，考虑缆索的几何非线性和垂度影响，忽略缆索的扭转刚度和弯曲

刚度，由于缆索的轴向振动在实际中不起主要作用，因此忽略其轴向振动，利用牛顿定律建立了缆索的非

线性参数振动微分方程

ｍ
２ｖ（ｘ，ｔ）
ｔ２

－ｍｇ＝
ｓ
Ｔ０＋ΔＴ( ) 

ｖ（ｘ，ｔ）＋ｙ（ｘ）[ ]
ｓ{ }． （１）

式中：ｙ（ｘ）为缆索静平衡方程，从主缆的静平衡位置计算．将上述方程展开，代入缆索张力与水平分力的
关系式，并利用索静力平衡方程消除重力项后得到

ｍ
２ｖ（ｘ，ｔ）
ｔ２

ｄｓ
ｄｘ
＝ΔＨ

２ ｖ（ｘ，ｔ）＋ｙ（ｘ）[ ]
ｘ２

＋Ｈ０
２ｖｘ，ｔ( )
ｘ２

． （２）

利用分离变量法来表示ｖｘ，ｔ( ) ，并考虑缆索的第一阶模态进行分析

ｖｘ，ｔ( ) ＝ｙ１ ｔ( ) ｓｉｎπ
ｘ
Ｌ( ) ． （３）

根据式（３）及缆索的应力应变关系，可以得到缆索动张力的水平增量

ΔＨ＝＝
ＥＡ
Ｌ
Ｘｔ( ) ＋π

２

４Ｌ
ｙ２１ ｔ( ) ＋

２ｍｇＬ
πＨ０

ｙ１ ｔ( ){ }． （４）

通过与未考虑垂度影响的索动张力水平增量方程的对比，可知式中这一项
ＥＡ
Ｌ
２ｍｇＬ
πＨ０

ｙ１ ｔ( ) 是由缆索的

重力垂度所引起的．将式（４）代入式（２），考虑阻尼ξ，并假设Ｘ（ｔ）＝Ｘｃｏｓ（ωｔｔ），再进行Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散整理
得到考虑缆索垂度后的运动微分方程

２４
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ｙ̈１＋２ξω１ｙ１＋［ω
２
１＋γ１Ｘｃｏｓ（ωｔｔ）］ｙ１＋３α１ｙ

２
１＋α２ｙ

３
１＋α３Ｘｃｏｓ（ωｔｔ）＝０． （５）

上式中，各系数均由缆索的几何及材料系数确定．
从式（５）中可以看出，对于缆索的一阶振动，桥塔的运动不仅给缆索增加了参数振动γ１Ｘｙ１ｃｏｓ（ωｔｔ），

而且给缆索增加了外激励项α３ｃｏｓ（ωｔｔ），方程中不仅含参数振动，同时也是含平方非线性、立方非线性项
的系统，α１为平方非线性系数；α２为立方非线性系数．

２　摄动分析

将式（５）按时间进行无量纲化，同时引入摄动参数ε，可以的到以下方程：
ｙ̈１＋２ε

２ξｙ１＋［１＋ε
２ａ１ｃｏｓ（ｋｔ）］ｙ１＋ａ２ｙ

２
１＋ａ３ｙ

３
１＋ε

２ａ４ｃｏｓ（ｋｔ）＝０． （６）

式中：ｋ＝
ωｔ
ω１
，并设ａ１＝

γ１Ｘ

ω２１
；ａ２＝

３α１
ω２１
；ａ３＝

α２
ω２１
；ａ４＝

α３Ｘ

ω２１
．运用多尺度法［１１］对该方程进行摄动分析，设解的形

式为

ｙ（ε，Ｔ０，Ｔ２）＝εｙ１（Ｔ０，Ｔ２）＋ε
２ｙ２（Ｔ０，Ｔ２）＋ε

３ｙ３（Ｔ０，Ｔ２）． （７）
将式（７）代入式（６）中，按ε的同次幂进行整理，进行各阶微分方程求解，考虑面内主共振２!１的内

共振关系，引入调谐参数σ，令
ωｔ
ω１
＝２＋εσ，消除久期项后，可得到缆索关于振幅和相位极坐标形式的平

均方程

Ａ＝－ξＡ－（
Ａａ１
４
－Ａａ２Λ）ｓｉｎθ；

Ａθ＝Ａσ－Ａ３（
３ａ３
４
－
５ａ２２
６
）－（

Ａａ１
２
－２Ａａ２Λ）ｃｏｓθ．











（８）

式中：Λ＝ａ４／２（ｋ
２－１）；Ａ＝ｑ（ｔ）ｅｘｐ［ｉθ（ｔ）］／２；γ＝σＴ２－２θ．当 Ａ＝θ＝０时存在稳态运动，对应式（８）的奇

点，即对应着方程组：

ξＡｓ＝（ａ２Λ－
ａ１
４
）Ａｓｉｎθｓ；

１
２
Ａｓσ－Ａ

３
ｓ（
３ａ３
８
－
５ａ２２
１２
）＝（

ａ１
４
－ａ２Λ）Ａｓｃｏｓθｓ．











（９）

的解．从式（９）消去θｓ，得到幅频响应曲线方程：

ξ２＋ ０．５σ－
３ａ３
８
－
５ａ２２
１２( ) Ａ２ｓ[ ]

２

{ }Ａ２ｓ＝ ａ２Λ－ａ１４( )
２

Ａ２ｓ． （１０）

从式（１０）解得Ａｓ＝０或

Ａ２ｓ＝ ０．５σ± ａ２Λ－
ａ１
４( )

２

－ξ
槡

２[ ] ／３ａ３８ －５ａ２２１２( ) ． （１１）

式（１１）给出了稳态响应非平凡解的幅值，由式（１１）可以推断，考虑ξ＞０，非平凡解当

ξ≤ ａ２Λ－
ａ１
４
；

σ＞－２ ａ２Λ－
ａ１
４( )

２

－ξ２
槡 ｃ．











（１２）

时才存在，也就是主缆发生参数共振和亚谐波共振的必要条件．
从式（１１）和式（１２）可以得出，仅存在第一（幅值较大）非平凡解的条件为

σ＜２ ａ２Λ－
ａ１
４( )

２

－ξ２
槡 ｃ． （１３）

３４
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第一（幅值较大）和第二（幅值较小）非平凡解都存在的条件为

σ＞２ ａ２Λ－
ａ１
４( )

２

－ξ２
槡 ｃ． （１４）

稳态解的稳定性可以通过对式（９）摄动来确定，可以得到特征方程：

λ２＋２ξλ－ σ－Ａ２ｓ
３ａ３
４
－
５ａ２２
６( )[ ] × ３ａ３４ －５ａ

２
２

６( ) Ａ２ｓ＝０． （１５）

根据李雅普诺夫的一次近似稳定判据，由于ξ＞０，则稳态非平凡解稳定的充分条件为

σ－Ａ２ｓ
３ａ３
４
－
５ａ２２
６( )[ ] ３ａ３４ －５ａ

２
２

６( ) ＜０． （１６）

满足此条件稳态解是稳定的，否则为不稳定．

３　主缆非线性参数振动实例

３．１　基本参数
取某特大桥（见图２）施工过程中缆索作为研究对象，将桥塔塔顶作为主缆的激励项，施工过程中观测

到０号桥塔纵桥向最大位移为０．０２７ｍ，３号桥塔纵桥向最大位移为０．０２３ｍ，主缆的几何参数和材料特性
如下：主缆垂跨比为１∶９．６，主缆计算跨径Ｌ为１１７６ｍ，横截面面积Ａ为０．４６４６ｍ２，初张力Ｈ０为５７４３８

ｋＮ，弹性模量Ｅ为２．０×１０５ＭＰａ，每米重量ｍｇ为３６．６６ｋＮ／ｍ，缆索的面内第１阶频率为２．８９８ｒａｄ／ｓ，振型
为一阶对称模态．

运用有限元程序建立该桥施工中的桥塔－缆索模型，运用子空间法进行模态分析，将桥塔前２０阶频
率与缆索的频率进行匹配，假设发生参数振动时桥塔频率分布在两倍缆索频率的±１０％以内，表１列出了
缆索可能发生参数振动的桥塔振型．

图２　某特大悬索桥总体布置图／ｃｍ

表１　桥塔与缆索２
!

１参数振动频率匹配表

桥塔 振型阶次 频率／（ｒａｄ／ｓ） 振幅／ｍ 频率比ｋ

０号塔
１１ ５．１９２ ０．０１５ １．７９２

１３ ５．８１１ ０．０２７ ２．００５

３号塔 ４ ５．５９１ ０．０２３ １．９２９

３．２　０号桥塔激励下主缆非线性参数振动
首先研究在０号桥塔的激励下主缆的幅频特性和激频关系，将主缆的几何及材料特性参数代入幅频

响应曲线方程中，可以得到主缆的幅频曲线和激频响应曲线见图３和图４．从图３可以看出，主缆存在２个
共振点，除主共振外，还可能出现２

!

１的参数共振，参数振动呈现明显的硬弹簧特性，共振点频域内的振
幅明显增大；图４显示主缆振幅随塔顶位移激励增大而增大．

假设０号桥塔发生第１３阶振型的纵向振动，塔索频率比为２．００５，采用四阶Ｒｕｎｇｅ－ｋｕｔｔａ方法［１２］对主

缆参数振动方程进行数值求解，缆索的初始扰动为０．００１ｍ，主缆中点处的位移响应曲线见图５所示，从图
中可以得到，由于参数振动的发生，位移响应远大于初始位移，最大位移响应达到０．９ｍ，由于阻尼的影响，
位移响应随时间增长而呈衰减趋势，最后趋于稳态振动，振动过程中缆索张力水平分量最大增加

４６１８ｋＮ，约为缆索水平初张力的１／１０００，基本可以忽略其影响．

４４



第３期 吕建根，等：桥塔纵向作用下悬索桥主缆的非线性参数振动

图３主缆幅频响应曲线 图４　０号桥塔顶位移与主缆振幅的关系曲线

图５　主缆１／２处的位移响应曲线 图６　主缆张力水平增量时程曲线

３．３　３号桥塔激励下主缆非线性参数振动
图７在３号桥塔的激励下主缆的幅频响应曲线和激频响应曲线，与０号桥塔激励情形类似，缆索除了

能够出现主共振外，还可能发生２
!

１的参数共振，呈非线性特点；图８显示了３号桥塔的激励下主缆激
频响应曲线，缆索的位移响应随激励幅值的增大而增大，微小桥塔位移激励可能引起缆索的大幅度振动．

图７　主缆幅频响应曲线 图８　３号桥塔塔顶位移与主缆振幅的关系曲线

　　如果３号桥塔出现第４阶振型的纵向振动，此时，塔索频率比为１．９２９，同样，采用４阶Ｒｕｎｇｅ－ｋｕｔｔａ方
法对主缆参数振动方程进行数值求解，缆索初始位移取０．００１ｍ，图９给出了缆索中点处的位移响应曲线，
最大位移响应约为 １．３ｍ，振动过程中缆索张力水平分量最大增加 ５１．７２ｋＮ，约为缆索水平初张力的
１／１０００，由于存在阻尼，振幅逐渐衰减，最后趋于稳态振动．

５４
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图９　主缆１／２处的位移时程 图１０　主缆张力水平增量时程

４　结论

１）当桥塔的局部振动频率约为主缆振动频率２倍左右时，主缆容易发生参数振动，桥塔微小幅振动
可能激起主缆大幅度振动．

２）０号桥塔出现第１３阶模态振动时，能够激发主缆发生参数振动，主缆最大振幅约为０．９ｍ，振动过
程中张力水平增量约为４６．１８ｋＮ．

３）３号桥塔出现第４阶模态振动振动时，可激发缆索参数振动，主缆最大振幅约为１．３ｍ，振动过程中
张力水平增量约为５１．７２ｋＮ．
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