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直径为２与３的符号图的上可嵌入 ①
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摘　要：设Σ＝（Ｇ，σ）是直径为２和３连通的简单符号图，Ｇ是Σ的基础图．若Σ扭转等价Δ２－图或Δ３－图，则Σ的
Ｂｅｔｔｉ亏数ξ（Σ）＝２，否则Σ是上可嵌入的，即ξ（Σ）≤１．
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ＴａｎｇＣｈｕｂｉａｏ，ＬｙｕＳｈｅｎｇｘｉａｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＳｃｉｅｎｃｅ，ＨｕｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｘｉａｎｇｔａｎ４１１２０１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＬｅｔΣ＝（Ｇ，σ）ｂｅａｓｉｍｐｌｅｓｉｇｎｅｄｇｒａｐｈｗｉｔｈｄｉａｍｅｔｅｒｔｗｏａｎｄｔｈｒｅｅ，Ｇｉｓｔｈｅｕｎｄｅｒｌｙｉｎｇｇｒａｐｈ
ｏｆΣ．ＩｆΣｉｓｓｗｉｔｃｈｅｄｔｏｂｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｏｆΔ２－ｇｒａｐｈｏｒΔ３－ｇｒａｐｈ，ｔｈｅｎｂｅｔｔｉｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙｎｕｍｂｅｒξ（Σ）＝２，
ｏｔｈｅｒｗｉｓｅΣｉｓｕｐｐｅｒ－ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ，ｉ．ｅ．，ξ（Σ）≤１．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｉｇｎｅｄｇｒａｐｈ；ｕｐ－ｅｍｂｅｄｄａｂｌｅ；ｂｅｔｔｉｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙｎｕｍｂｅｒ

１　图的基本概念

本文所研究的图Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））都是有限、无环、无重边的连通图．图Ｇ中连结顶点ｕ和ｖ之间最

短路的长度，称为顶点ｕ和ｖ之间的距离ｄＧ（ｕ，ｖ）．图Ｇ所有顶点间距离的最大值称为图 Ｇ的直径，记作

ｄ（Ｇ）．令β（Ｇ）＝ Ｅ（Ｇ）－ Ｖ（Ｇ）＋１为Ｇ的圈秩数（或Ｂｅｔｔｉ数）．

令Ｓ为可定向的闭曲面．图Ｇ在曲面Ｓ上的２－胞腔嵌入是指Ｇ能画在曲面Ｓ上使得边与边之间除顶

点外不再相交，且在曲面Ｓ上去掉Ｇ的顶点与边之后的每个连通分支都同胚于开圆盘．图 Ｇ的最大亏格

γＭ（Ｇ），等于这样的最大的整数ｋ，使得Ｇ可２－胞腔嵌入到亏格为ｋ的可定向曲面Ｓ上．

图Ｇ的任意２－胞腔嵌入至少含有一个面，根据Ｅｕｌｅｒ公式，可得γＭ（Ｇ）≤ β（Ｇ）／２（其中， ｘ表示

不超过ｘ的最大整数）．特别的，当γＭ（Ｇ）＝ β（Ｇ）／２，我们称图Ｇ是上可嵌入的．

令 ＡＥ（Ｇ），我们用Ｇ＼Ａ表示从Ｇ中去掉边集Ａ所得到的图，ｃ（Ｇ＼Ａ）表示Ｇ＼Ａ的所有连通分支的

个数，ｂ（Ｇ＼Ａ）表示Ｇ＼Ａ的Ｂｅｔｔｉ数为奇数的连通分支的个数．令Ｔ为图Ｇ的一棵生成树，用ξ（Ｇ，Ｔ）表示

Ｇ＼Ｅ（Ｔ）的边数为奇数的连通分支的个数．对图Ｇ的所有生成树Ｔ，我们称ξ（Ｇ）＝ｍｉｎＴξ（Ｇ，Ｔ）为图Ｇ的

Ｂｅｔｔｉ亏数．显然，ξ（Ｇ）≡β（Ｇ）（ｍｏｄ２）．

Ｘｕｏｎｇ［１］得到了下面的刻画图的最大亏格的重要定理．

①

收稿日期：２０１５－０６－０６
基金项目：国家自然科学基金资助项目（１１３０１１７１）；数学天元基金资助项目（１１２２６２８４）；湖南省自然科学基金资助项目（１３ＪＪ４０７９；

１４ＪＪ７０４７）
　　通信作者，Ｅ－ｍａｉｌ：ｌｖｓｘｘ２３＠１２６．ｃｏｍ



湖南科技大学学报（自然科学版） ２０１８年第３３卷

定理１（Ｘｕｏｎｇ［１］）设图Ｇ是１个连通图，则
１）γＭ（Ｇ）＝（β（Ｇ）－ξ（Ｇ））／２；
２）图Ｇ是上可嵌入的当且仅当ξ（Ｇ）≤１．
Ｎｅｂｅｓｋｙ［２］从另一个方面给出了图的最大亏格的计算公式．
定理２（Ｎｅｂｅｓｋｙ［２］）设图Ｇ是１个连通图，则
１）图Ｇ是上可嵌入的，当且仅当ｃ（Ｇ＼Ａ）＋ｂ（Ｇ＼Ａ）－２≤ Ａ，其中Ａ为Ｅ（Ｇ）的任意子集；
２）ξ（Ｇ）＝ｍａｘ｛ｃ（Ｇ＼Ａ）＋ｂ（Ｇ＼Ａ）－ Ａ－１｝．

式中：Ａ为Ｅ（Ｇ）的任意子集．
设Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ为图Ｇ的ｋ（ｋ≥２）个不同的子图，ＥＧ（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ）表示边集Ｅ（Ｇ）中一个端点在

Ｖ（Ｆｉ）中，而另一个端点在Ｖ（Ｆｊ）（１≤ｉ，ｊ≤ｋ，ｉ≠ｊ）中的边的集合，Ｅ（Ｆｉ，Ｇ）表示边集Ｅ（Ｇ）中一个端点
在Ｖ（Ｆｉ）中，而另一个端点不在Ｖ（Ｆｉ）中的边的集合（１≤ｉ≤ｋ）．在定理１和定理２的基础上，黄元秋教

授［６］得到了下面的结论．
定理３［６］　对于图Ｇ，如果ξ（Ｇ）≥２，即Ｇ不是上可嵌入的，则必存在边子集Ａ．Ｅ（Ｇ）满足下列性质：
１）ｃ（Ｇ＼Ａ）＝ｂ（Ｇ＼Ａ）≥２；
２）Ｇ＼Ａ的任一连通分支Ｆ都是图Ｇ的顶点导出子图；
３）对于Ｇ＼Ａ任意ｋ个不同的连通分支Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ有｜ＥＧ（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｋ）｜≤２ｋ－３，特别地，对于

Ｇ＼Ａ任意２个不同的连通分支Ｆ和Ｈ有｜ＥＧ（Ｆ，Ｈ）｜≤１；
４）ξ（Ｇ）＝２ｃ（Ｇ＼Ａ）－ Ａ－１．
图的最大亏格是图的一个重要参数，是拓扑图论的重要研究问题．关于图的直径与最大亏格下界的关

系，也得到了很多图论学者的重视．
定理４［７］　每个直径为２的无环连通图都是上可嵌入的．
文献［６］讨论了直径为３的图．
定理５［６］　如果图Ｇ是直径为３的连通图，那么图Ｇ是上可嵌入的，除非图Ｇ是Δ２－图和Δ３－图并

且ξ（Ｇ）＝２．

２　符号图的概念与定理

符号图［８］Σ＝（Ｇ，σ）是指图Ｇ与映射δ：Ｅ（Ｇ）→｛＋，－｝使得图Ｇ的每条边都被赋予符号＋或－．符号
图Σ＝（Ｇ，σ）中的迹 ｗ＝ｖ０ｅ１…ｅｋｖｋ的符号等于其中所有边的符号的乘积，即 σ（ｗ）＝σ（ｅ１ｅ２…ｅｋ）＝

σ（ｅ１）σ（ｅ２）…σ（ｅｋ）．若圈Ｃ上的符号为正，则称圈Ｃ是平衡圈；当符号图Σ＝（Ｇ，σ）只有平衡圈时，则称

Σ＝（Ｇ，σ）是平衡的．
连通图Ｇ的２－胞腔嵌入是由其增广嵌入系 （Ｐ，λ）确定的，其中 Ｐ是 Ｇ的旋系，λ是每条边上的标

号［９］．于是，２－胞腔嵌入自然地可以认为是符号图的嵌入．图Σ的圈Ｃ嵌入到曲面上是定向保持的当且仅
当Ｃ是平衡的，即圈Ｃ上的边的标号的乘积等于 ＋．如果２个符号图的基础图相同，且平衡圈集也相同，则
称这两个符号图是等价的的．

在符号图Σ＝（Ｇ，σ）中，设ＸＶ（Ｇ），那么Ｖ＼Ｘ表示从Ｇ中删除Ｘ中的顶点以及与这些顶点相关联的
边所得到的子图；［Ｘ，Ｖ＼Ｘ］表示一个端点在Ｘ中，另一个端点在Ｖ＼Ｘ中的边的集合．在符号图Σ＝（Ｇ，σ）与

Σ′＝（Ｇ，σ′）中，如果存在顶点集ＸＶ（Ｇ），使得当ｅ∈［Ｘ，Ｖ＼Ｘ］时，σ（ｅ）＝－σ′（ｅ），当ｅ［Ｘ，Ｖ＼Ｘ］时，

σ（ｅ）＝ σ′（ｅ），则称Σ＝（Ｇ，σ）与Σ′＝（Ｇ，σ′）是扭转等价的，记作Σ＝（Ｇ，σ）～Σ′＝（Ｇ，σ′）．若Σ＝

（Ｇ，σ）～Σ′＝（Ｇ，σ′），也称Σ＝（Ｇ，σ′）是Σ＝（Ｇ，σ）在顶点集Ｘ上的扭转．扭转等价不改变平衡圈集，因
此这两个符号图是等价的．于是，若Σ＝（Ｇ，σ）是连通的符号图，Ｔ是其对应的生成树，则通过扭转点集Ｘ，
使得Ｔ上的边全是正的，且其余的边上的符号是唯一确定的．

符号图Σ＝（Ｇ，σ）的准亏格ｄ（Ｇ，σ）是指最小的整数ｋ，使得（Ｇ，σ）可定向嵌入到Ｅｕｌｅｒ亏格为ｋ
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的曲面．（Ｇ，σ）在曲面Ｓ上满足ｄ（Ｇ，σ）＝ｄ（Ｓ）的定向嵌入称为最小定向嵌入．图Ｇ的所有符号图的准亏
格的最大值记作Ｄ（Ｇ）［１０］．

设Ｔ是连通符号图 Σ＝（Ｇ，σ）的生成树，Ｔ是 Σ＝（Ｇ，σ）的生成树且 Ｔ上的边全是正的，Ｃ＝

Σ＼Ｅ（Ｔ），Ｄ是Ｃ的一个连通分支且满足：
１）Ｄ中边的数目为奇数；
２）Ｄ中的负边都是桥；
３）去掉Ｄ中任意一条负边，Ｄ正好有两个含有奇数条边的连通分支．
则称Ｄ为Σ＼Ｅ（Ｔ）的奇分支，并记 Ｃ＝Σ＼Ｅ（Ｔ）中连通奇分支的个数为 ξ（Σ，Ｔ）．文献［１０］给出了

ξ（Σ）的组合表达式：
定理６［１０］　设Σ＝（Ｇ，σ）是连通的符号图，ξ（Σ）为Ｂｅｔｔｉ亏数，那么

ξ（Σ）＝ｍｉｎ｛ξ（Σ，Ｔ）；Ｔ是Ｇ的生成树｝．
符号图Σ＝（Ｇ，σ）中最大的２－边连通子图称为Σ＝（Ｇ，σ）的叶子．若Ｌ平衡且β（Ｌ）为奇，则符号图

Ｈ的叶子或Ｌ分支称为本质的，Ｈ的本质叶子的数目记作ｅｌ（Ｈ）．
定理７［１０］　如果Σ＝（Ｇ，σ）是连通的符号图，那么

ξ（Σ）＝ｍａｘ｛ｅｌ（Σ＼Ａ）－ Ａ；Ａ是Ｅ（Σ）的子集｝．
令ＡＥ（Σ），ｃ（Ｇ＼Ａ）表示图Σ＼Ａ中连通分支数；ｅｃ（Σ＼Ａ）表示图Σ＼Ａ中连通本质分支数．
定理８［１０］　设Σ＝（Ｇ，σ）为符号图，则ξ（Σ）＝ｍａｘ｛ｃ（Σ＼Ａ）＋ｅｃ（Σ＼Ａ）－ Ａ－１｝，其中，Ａ为Ｅ（Σ）

的子集．
本文中有关图的最大亏格的术语均可参考［１］．

图１　Δ２－符号图

设简单的符号图 Ｆ１和 Ｆ２的 Ｂｅｔｔｉ数均为奇，且存在 ｕｉ∈
Ｖ（Ｆｉ）；ｉ＝１，２使得对任意ｘｉ∈Ｖ（Ｆｉ）且ｘｉ≠ｕｉ，ｘｉ与ｕｉ相邻．那
么 Δ２ － 符 号 图 由 连 接 ｕ１ 和 ｕ２ 获 得 （见 图 １）．
即Ｖ（Δ２）＝Ｖ（Ｆ１）∪Ｖ（Ｆ２），Ｅ（Δ２）＝Ｅ（Ｆ１）∪Ｅ（Ｆ２）∪｛ｕ１ｕ２｝．

设Σ１，Σ２和Σ３是３个简单的符号图，各自的 Ｂｅｔｔｉ数为奇，
并存在ｕｉ，ｖｉ∈Ｖ（Σｉ）；ｉ＝１，２，３（可能 ｕｉ等于 ｖｉ）使得对任意
ｘｉ∈Ｖ（Σｉ）且ｘｉ≠ｕｉ，ｖｉ，ｘｉ与ｕｉ和ｖｉ相邻．那么Δ３－符号图由连

接ｕ１和ｕ２，ｖ１和ｕ３，ｖ２和ｖ３获得（见图２）．即Ｖ（Δ３）＝∪
３

ｉ＝１
Ｖ（Σｉ），Ｅ（Δ３）＝∪

３

ｉ＝１
Ｅ（Σｉ）∪ ｕ１ｕ２，ｖ１ｕ３，ｖ２ｖ３{ }．

图２　Δ３－符号图

若Δ２－符号图（或Δ３－符号图）经过扭转后，所有边都为正边，则称其为Δ２－图（或Δ３－图）．
设Σ＝（Ｇ，σ）是符号图，β（Σ）＝１（ｍｏｄ２），若存在ｕ，ｖ∈Ｖ（Σ）（可能ｕ＝ｖ），使得对任意ｘｉ∈Ｖ（Σ）

且ｘｉ≠ｕ，ｖ，ｘｉ与ｕ和ｖ相连，即Σ＝Ｓ∨Ｋ
Ｃ
２（或Σ＝Ｓ∨ｕ），则通过扭转，则存在Σ中的生成树Ｔ（Ｔ的边
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全为正），使得去掉Σ＼Ｅ（Ｔ）中的负边后只存在唯一的分支．
引理１　令Σ＝Ｓ∨ＫＣ２（或Σ＝Ｓ∨ｕ）为符号图，β（Σ）＝１（ｍｏｄ２），则ξ（Σ）≤１．

证　Σ＝Ｓ∨ＫＣ２（或Σ＝Ｓ∨ｕ），那么通过扭转，Σ中存在生成树 Ｔ（树 Ｔ的边全为正），使得只有

Σ＼Ｅ（Ｔ）中存在负边．
１）若Σ＼Ｅ（Ｔ）中不存在负边，则由文献［６］可知ξ（Σ）＝１．
２）若Σ＼Ｅ（Ｔ）中存在唯一负边，令ｅ为这条负边．
当ｕ＝ｖ时，存在Σ中的生成树Ｔ（Ｔ的边全为正），使得Σ＼Ｅ（Ｔ）存在负边，且Σ＼Ｅ（Ｔ）含有ｕ，Ｈ＝

｛Σ＼Ｅ（Ｔ）｝＼｛ｅ｝连通，因为β（Σ）＝１（ｍｏｄ２），所以β（Ｈ）＝０（ｍｏｄ２），并且ｅ有如下３种情况：

①ｅ连通Ｈ中的２个点，由奇分支的定义可知ξ（Ｈ＋ｅ）＝０，因此ξ（Σ）＝０；

②ｅ连通Ｈ和Ｈ外的某个点，由奇分支的定义可知ξ（Ｈ＋ｅ）＝０，因此ξ（Σ）＝０；

③ｅ连通Ｈ外的某两个点，由奇分支的定义可得ξ（Σ）＝０．
因此，当Σ＼Ｅ（Ｔ）中存在一条负边，并且Σ＼Ｅ（Ｔ）除去负边后存在唯一的分支，则ξ（Σ）＝０．
当ｕ≠ｖ时，同理可得ξ（Σ）＝０．
３）若Σ＼Ｅ（Ｔ）不止一条负边时，相似的，存在Σ中的生成树Ｔ（Ｔ的边全为正），使得Σ＼Ｅ（Ｔ）除去负

边后存在唯一的分支，且ξ（Σ）＝０．
在Δ３－符号图中，因为图 Σ直径为 ３，所以在 Σ１，Σ２和 Σ３这 ３个简单的符号图中至少有 １个图中

ｕｉ＝ｖｉ．那么由定理９和参考文献［６］得到下面引理．
引理２　令Σ＝Δ２－符号图（或Σ＝Δ３－符号图）．若Σ与Δ２－图（或Δ３－图）扭转等价，则ξ（Σ）＝２；

否则ξ（Σ）≤１．
证　１）设Σ是Δ２－符号图，如图１所示和Δ２－符号图的定义，边ｕ１ｕ２符号是任意的，如果是负边，则

可以通过扭转，使Σ～Σ′，并且Σ′中ｕ１ｕ２为正边．
当Σ′是Δ２－图时，由文献［６］得ξ（Σ′）＝２，即ξ（Σ）＝２．
当Σ′不是Δ２－图时，设Σ′＝Ｆ′１∪Ｆ′２∪｛ｕ１ｕ２｝，则至少存在１个Ｆ′ｉ中有负边，由引理１可得至少

存在１个ξ（Ｆ′ｉ）＝０，又因为β（Σ）＝１（ｍｏｄ２），那么容易得到ξ（Σ′）≤１，即ξ（Σ）≤１．
２）当Σ＝Δ３－符号图时（图２），根据Δ３－符号图的定义，边ｕ１ｕ２，ｖ２ｖ３和ｖ１ｕ３符号是不确定的．若边

ｕ１ｕ２，ｖ２ｖ３和ｖ１ｕ３中至少有一条边的符号为负，则通过扭转可得到Σ～Σ′，其中Σ′中ｕ１ｕ２，ｖ２ｖ３和ｖ１ｕ３都为
正边．

当Σ′是Δ３－图时，由文献［３］得ξ（Σ′）＝２，即ξ（Σ）＝２．
当Σ′不是Δ３－图时，设Σ′＝Σ′１∪Σ′２∪Σ′３∪｛ｕ１ｕ２，ｖ２ｖ３，ｖ１ｕ３｝，则至少存在１个Σ′ｉ中有负边，由引理１

可得至少存在１个ξ（Σ′ｉ）＝０，不妨设ξ（Σ′１）＝０，通过Δ３－符号图的定义和引理１，存在Σ′ｉ的生成树Ｔ′ｉ使得

Σ′ｉ＼Ｔ′ｉ包含ｕｉ，且ξ（Σ′１）＝ ０，ξ（Σ′２）≤１和ξ（Σ′３）≤１，那么选择图Σ′的树Ｔ′＝Ｔ′１∪Ｔ′２∪Ｔ′３∪｛ｖ１ｕ３，
ｕ２ｖ３｝，我们容易得到ξ（Σ′，Ｔ′）≤１，因此ξ（Σ′）≤ξ（Σ′，Ｔ′）≤１，即ξ（Σ）≤１．

３　结论

由符号图和非符号图的Ｂｅｔｔｉ亏数的定义，以及上面的定理可知：
推论１　设Σ＝（Ｇ，σ）为符号图，则图Σ的Ｂｅｔｔｉ亏数小于等于图Ｇ的Ｂｅｔｔｉ亏数，即ξ（Σ）≤ξ（Ｇ）．
证　设Σ＝（Ｇ，σ），ＡＥ（Ｇ），根据本质分支的定义，易知 Ｂｅｔｔｉ数为奇数的连通分支不一定是本

质的，故成立ｅｃ（Σ＼Ａ）≤ｂ（Ｇ＼Ａ）．于是，结合定理２和定理８，ＡＥ（Ｇ），ξ（Σ）≤ξ（Ｇ）．
定理９　直径为２的连通符号图Σ是上可嵌入的，即ξ（Σ）≤１．
证　令Σ＝（Ｇ，σ），则图Ｇ为直径为２．根据定理４，ξ（Ｇ）≤１．于是，结合推论１，得到ξ（Σ）≤ξ（Ｇ）≤

１，故图Σ是上可嵌入的．
定理１０　令连通符号图Σ＝（Ｇ，σ）的直径为３．
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１）若Σ≠Δ２－符号图（或Σ≠Δ３－符号图），则Σ是上可嵌入的，即ξ（Σ）≤１；
２）若Σ＝Δ２－符号图（或Σ＝Δ３－符号图），且图Σ扭转等价于Δ２－图（或Δ３－图），则Σ的Ｂｅｔｔｉ亏

数ξ（Σ）＝２，否则ξ（Σ）≤１．
证　令Σ＝（Ｇ，σ），显然，Ｇ的直径为３．
１）若Ｇ≠Δ２－图（或Ｇ≠Δ３－图），根据定理５，则图Ｇ是上可嵌入的，即ξ（Ｇ）≤１．结合推论１，ξ（Σ）≤

ξ（Ｇ）≤１，即图Σ是上可嵌入的，ξ（Σ）≤１．
２）若Ｇ＝Δ２－图（或Ｇ＝Δ３－图），那么图Σ为Δ２－符号图或Δ３－符号图．根据引理２可知，若图Σ扭

转等价Δ２－图或Δ３－图，则图Σ的Ｂｅｔｔｉ亏数ξ（Σ）＝２，否则ξ（Σ）≤１．证毕．
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