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摘　要：构造了求解一类延迟二阶线性微分方程的两点边值问题的二阶有限体积法．对求解区间均匀离散，采用线性
离散插值方法在每个小区间上对方程进行数值积分，得出相应的数值方法．误差分析显示，在离散Ｈ１半范数、Ｌ２范数以及最
大范数下，数值解关于步长都是二阶收敛的．并且，有限的数值结果验证了该数值方法的有效性．
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延迟线性微分方程两点边值问题在各个领域都得到了广泛的应用，如流体力学、弹性力学、化学反应、

光学等．求解两点边值问题的方法有有限差分法、有限元、有限体积法、打靶法、单调迭代法、拟线性法和广
义拟线性法等．中心差分法［１－２］是将方程整体求解，计算过程简单，但是缺乏高精度．有限元法［３］虽然具有

较高的精度，但计算过程复杂．有限体积法［４－５］解微分方程两点边值问题，既有差分法的计算过程简单性，

同时具有有限元的高精度性．但鲜有把有限体积法应用到延迟微分方程的情况．在本文中将利用这种方法
来研究一类延迟线性微分方程两点边值问题．打靶法［６－８］把边值问题转化为一族初值问题，进一步转化为

非线性方程组来求解．但转换得到的初值问题有可能是病态的，因此最后方程组的求解可能会不收敛［７－８］．
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单调迭代法［９］通过构造一个单调收敛到问题解的序列来求解，该方法需要知道问题的下界解和上界解，

这一般很难找到的．拟线性法［１０－１１］是牛顿－拉弗森方法的推广，该方法通过近似求解线性问题产生一个二
次单调收敛的序列，但像一般牛顿法一样，需要一个较好的初始猜测，不然可能不收敛．广义拟线性法［１２］

结合拟线性法和上下界解技术，上下界序列都收敛到问题的解，与单调迭代法一样，找上下界解是不方

便的．
本文针对一类延迟二阶线性微分方程的两点边值问题构造二阶有限体积法．首先采用均匀网格来剖

分区间，利用线性插值离散等方法来构造二阶有限体积格式．之后分析了误差及收敛性，通过离散模估计、
分部积分等得出数值解具有步长的二阶收敛性．最后通过数值实验验证了该二阶有限体积法的可行性与
有效性．

１　二阶有限体积格式

考虑在区间［ａ，ｂ］上的二阶微分方程第三边值问题：

－ｄ
ｄｘ
（ｐ
ｄｕ
ｄｘ
）＋ｑｕ＋ｒｕ（ｘ－ｔ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈（ａ，ｂ），ｔ≥０； （１）

－ｐ（ａ）ｕ′（ａ）＋α１ｕ（ａ）＝ｇ１，ｐ（ｂ）ｕ′（ｂ）＋α２ｕ（ｂ）＝ｇ２． （２）
当ｘ≤ａ＋ｔ时，ｕ（ｘ－ｔ）＝ｇ（ｘ），

式中：ｐ（ｘ），ｑ（ｘ），ｒ（ｘ），ｆ（ｘ）充分光滑；ｐ（ｘ）≥ｐｍｉｎ＞０，α１≥０，α２≥０；α１，α２为常数．ｑ（ｘ），ｒ（ｘ）和αｉ满
足２种情形，即ｑ（ｘ）≥ｑｍｉｎ＞０，ｒ（ｘ）≥ｒｍｉｎ＞０，α１≥０，α２≥０或ｑ（ｘ）≥０，ｒ（ｘ）≥０，α１＞０，α２＞０．

考虑到方程（１）中ｕｘ－ｔ( ) 部分，因变量ｘ发生了延迟，当 ａ＜ｘ≤ ａ＋ｔ时，就令函数 ｕｘ－ｔ( ) 为

ｇｘ( ) ，因此，式（１）等价于

－ｄ
ｄｘ
（ｐ
ｄｕ
ｄｘ
）＋ｑｕ＋ｒｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈（ａ，ａ＋ｔ］；

即

－ｄ
ｄｘ
（ｐ
ｄｕ
ｄｘ
）＋ｑｕ＝ｆ（ｘ）－ｒｇ（ｘ），ｘ∈（ａ，ａ＋ｔ］．

当ａ＋ｔ＜ｘ＜ｂ时，（１）式子中ｕｘ－ｔ( ) 才开始延时．当ｘ＝ａ＋ｔ时，若采用非均匀网格来剖分区间，那
么在这点所在的体积很难控制，因此在本文中采用均匀网格来剖分．下面就ｔ的取值，来构造２点边值问题
式（１）和式（２）的二阶有限体积格式．

当ｂ－ａ＜ｔ时，方程（１）即为

－ｄ
ｄｘ
（ｐ
ｄｕ
ｄｘ
）＋ｑｕ＝ｆ（ｘ）－ｒｇ（ｘ），ｘ∈ ａ，ｂ( ) ．

这种情况文献［４］中给出了详细的讨论，在这就不作分析了．
当０≤ｔ≤ｂ－ａ时，对求解区间Ｉ＝ ａ，ｂ[ ] 进行均匀剖分．先取ｄ１＝ ａ－ｔ，ｄ２＝ ｂ－ａ－ｔ，ｈ０为ｄ１

和ｄ２的最大公约数．给定正整数ｃ，以步长 ｈ＝
ｈ０
ｃ
将区间 ａ，ｂ[ ] 均匀划分为 ｎ个小区间，则存在正整数

Ｎ１，使得ｄ１＝ｈＮ１．

设节点为ａ＝ｘ０＜ｘ１＜… ＜ｘｎ＝ｂ，单元Ｉｉ＝［ｘｉ－１，ｘｉ］，且长度为ｈ＝
ｈ０
ｃ
．设单元Ｉｉ的中点为ｘｉ－１／２，并

记Ｉ０ ＝［ｘ０，ｘ１／２］，Ｉｉ ＝［ｘｉ－１／２，ｘｉ＋１／２］，Ｉｎ ＝［ｘｎ－１／２，ｘｎ］，则的Ｉｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）构成Ｉｈ的对偶剖分Ｉｈ，Ｉｉ为
节点ｘｉ对应的控制体积．

记ｐｉ－１／２＝ｐ（ｘｉ－１／２），将方程（１）在控制体积Ｉｉ（ｉ＝０，１，２，…，ｎ）上进行积分，利用分部积分公式，并考
虑到边值条件（２），得到

α１ｕ（ｘ０）－ｐ１／２ｕ′（ｘ１／２）＋∫
ｘ１／２

ｘ０
ｑｕｄｘ＝∫

ｘ１／２

ｘ０
ｆ（ｘ）－ｒｇ[ ] ｄｘ； （３）

５１１
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ｐｉ－１／２ｕ′（ｘｉ－１／２）－ｐｉ＋１／２ｕ′（ｘｉ＋１／２）＋∫Ｉｉｑｕｄｘ＝∫Ｉｉ ｆ（ｘ）－ｒｇ[ ] ｄｘ，ｉ＝１，２，…，Ｎ１－１( ) ； （４）

ｐＮ１－１／２ｕ′（ｘＮ１－１／２）－ｐＮ１＋１／２ｕ′（ｘＮ１＋１／２）＋∫
ｘＮ１＋１／２

ｘＮ１－－１／２
ｑｕｄｘ＋∫

ｘ
１／２

ｘ０
ｒ（ｘ－ｔ）ｕｄｘ＝

∫
ｘＮ１＋１／２

ｘＮ１－１／２

ｆ（ｘ）ｄｘ－∫
ｘＮ１

ｘＮ１－１／２
ｒｇｄｘ； （５）

ｐｉ－１／２ｕ′（ｘｉ－１／２）－ｐｉ＋１／２ｕ′（ｘｉ＋１／２）＋∫
ｘｉ＋１／２

ｘｉ－－１／２
ｑｕｄｘ＋∫

ｘｉ－Ｎ１＋１／２

ｘｉ－Ｎ１－－１／２
ｒ（ｘ－ｔ）ｕｄｘ＝

∫
ｘｉ＋１／２

ｘｉ－－１／２
ｆ（ｘ）ｄｘ，（ｉ＝Ｎ１＋１，Ｎ１＋２，…，ｎ－１）； （６）

ｐｎ－１／２ｕ′（ｘｎ－１／２）＋α２ｕ（ｘｎ）＋∫Ｉｎｑｕｄｘ＋∫Ｉｎ－Ｎ１ｒ（ｘ－ｔ）ｕｄｘ＝∫Ｉｎｆ（ｘ）ｄｘ； （７）

在式（３）～式（７）中，

ｕ（ｘｉ）＝ｕｉ－１／２＋ｕ′ｉ－１／２ ｘｉ－ｘｉ－１／２( ) ＋
１
２！
ｕ″ｉ－１／２ ｘｉ－ｘｉ－１／２( ) ２＋

１
２！∫

ｘｉ

ｘｉ－１／２
ｕ（３）（ｘ）（ｘｉ－ｘ）

２ｄｘ；

ｕ（ｘｉ－１）＝ｕｉ－１／２＋ｕ′ｉ－１／２ ｘｉ－１－ｘｉ－１／２( ) ＋
１
２！
ｕ″ｉ－１／２ ｘｉ－１－ｘｉ－１／２( ) ２＋

１
２！∫

ｘｉ－１

ｘｉ－１／２
ｕ（３）（ｘ）（ｘｉ－１－ｘ）

２ｄｘ；

将上面２式相减得

ｕ′（ｘｉ－１／２）＝
ｕ（ｘｉ）－ｕ（ｘｉ－１）

ｈ
＋Ｒｉ－１／２． （８）

式中：

Ｒｉ－１／２＝－
１
２ｈ∫

ｘｉ

ｘｉ－１／２
ｕ（３）（ｘ）（ｘｉ－ｘ）

２ｄｘ＋∫
ｘｉ－１／２

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）（ｘｉ－１－ｘ）

２ｄｘ[ ] ．
在式（３）～式（７）中，对关于ｑｕ和ｒｕ（ｘ－ｔ）的积分项进行线性插值离散．对 ｕ（ｘ）在区间上作线性插

值，并积分得

∫
ｘｉ－１／２

ｘｉ－１
ｕ（ｘ）ｄｘ≈

３ｈ
８
ｕ（ｘｉ－１）＋

ｈ
８
ｕ（ｘｉ）＝

Δ
Ｓｉ，１（ｕ）； （９）

∫
ｘｉ

ｘｉ－１／２
ｕ（ｘ）ｄｘ≈

ｈ
８
ｕ（ｘｉ－１）＋

３ｈ
８
ｕ（ｘｉ）＝

Δ
Ｓｉ，２（ｕ）． （１０）

其误差项为

Ｒｉ，１（ｕ）＝∫
ｘｉ－１／２

ｘｉ－１
ｕ（ｘ）－Ｓｉ，１（ｕ）＝

１
２∫

ｘｉ－１／２

ｘｉ－１
ｕ（２）（ｘ）（ｘｉ－１／２－ｘ）２ｄｘ－

ｈ
８∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（２）（ｘ）（ｘ－ｘｉ）ｄｘ； （１１）

Ｒｉ，２（ｕ）＝∫
ｘｉ

ｘｉ－１／２
ｕ（ｘ）－Ｓｉ，２（ｕ）＝

１
２∫

ｘｉ

ｘｉ－１／２
ｕ（２）（ｘ）（ｘｉ－１／２－ｘ）２ｄｘ－

ｈ
８∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（２）（ｘ）（ｘ－ｘｉ－１）ｄｘ． （１２）

记ｑｉ＝ｑ（ｘｉ），由式（９）～式（１０），对于ｉ＝１，２，…，ｎ－１，有

∫Ｉｉｑｕｄｘ≈
ｈ
８
ｑｉ－１ｕ（ｘｉ－１）＋

６ｈ
８
ｑｉｕ（ｘｉ）＋

ｈ
８
ｑｉ＋１ｕ（ｘｉ＋１）． （１３）

ｒｉ＝ｒ（ｘｉ），由式（９）～式（１０），对于ｉ＝Ｎ１＋１，Ｎ１＋２，…，ｎ－１，有

∫Ｉｉｒｕ（ｘ－ｔ）ｄｘ≈
ｈ
８
ｒｉ－１ｕ（ｘｉ－１－Ｎ１）＋

６ｈ
８
ｒｉｕ（ｘｉ－Ｎ１）＋

ｈ
８
ｒｉ＋１ｕ（ｘｉ＋１－Ｎ１）． （１４）

将式（８）～式（９）（ｉ＝１，ｕｑｕ，ｕｒｕ（ｘ－ｔ）），式（１０）（ｉ＝ｎ，ｕｑｕ，ｕｒｕ（ｘ－ｔ））以及式（１１）～式
（１２）代入式（３）～式（７），舍去二阶截断误差项，并记ｕｉ为ｕ（ｘｉ）的数值解，得到求解延迟微分方程两点边
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值问题的有限体积法：

α１ｕ０－
ｐ１／２
ｈ
（ｕ１－ｕ０）＋

３ｈ
８
ｑ０ｕ０＋

ｈ
８
ｑ１ｕ１＝∫Ｉ０［ｆ（ｘ）－ｒｇ（ｘ）］ｄｘ＋ｇ１； （１５）

ｐｉ－１／２
ｈ
（ｕｉ－ｕｉ－１）－

ｐｉ＋１／２
ｈ
（ｕｉ＋１－ｕｉ）＋

ｈ
８
ｑｉ－１ｕｉ－１＋

６ｈ
８
ｑｉｕｉ＋

ｈ
８
ｑｉ＋１ｕｉ＋１＝

∫Ｉｉ［ｆ（ｘ）－ｒｇ（ｘ）］ｄｘ，ｉ＝１，２，…，Ｎ１－１( ) ； （１６）

ｐＮ１－１／２
ｈ
（ｕＮ１－ｕＮ１－１）－

ｐＮ１＋１／２
ｈ
（ｕＮ１＋１－ｕＮ１）＋

ｈ
８
ｑＮ１－１ｕＮ１－１＋

６ｈ
８
ｑＮ１ｕＮ１＋

ｈ
８
ｑＮ１＋１ｕＮ１＋１＋

３ｈ
８
ｒＮ１ｕ０＋

ｈ
８
ｒＮ１＋１ｕ１＝∫ＩＮ１ｆ（ｘ）ｄｘ－∫

Ｎ１

Ｎ１－１／２
ｒｇｄｘ； （１７）

ｐｉ－１／２
ｈ
（ｕｉ－ｕｉ－１）－

ｐｉ＋１／２
ｈ
（ｕｉ＋１－ｕｉ）＋

ｈ
８
ｑｉ－１ｕｉ－１＋

６ｈ
８
ｑｉｕｉ＋

ｈ
８
ｑｉ＋１ｕｉ＋１＋

ｈ
８
ｒｉ－１ｕｉ－１－Ｎ１＋

６ｈ
８
ｒｉｕｉ－Ｎ１＋

ｈ
８
ｒｉ＋１ｕｉ＋１－Ｎ１＝∫Ｉｉｆ（ｘ）ｄｘ（ｉ＝Ｎ１＋１，…，ｎ－１）； （１８）

ｐｎ－１／２
ｈ
（ｕｎ－ｕｎ－１）＋α２ｕｎ＋

ｈ
８
ｑｎ－１ｕｎ－１＋

３ｈ
８
ｑｎｕｎ＋

ｈ
８
ｒｎ－１ｕｎ－Ｎ１－１＋

３ｈ
８
ｒｎｕｎ－Ｎ１＝

∫Ｉｎｆ（ｘ）ｄｘ＋ｇ２． （１９）

上式中关于 ｕ０，ｕ１，ｕ３…，ｕｎ[ ] Ｔ的线性方程组，其系数矩阵Ａ形式如下：

Ａ＝

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３
  

  
ａＮ１１ ａＮ１２ ａＮ１Ｎ１－１ ａＮ１Ｎ１ ａＮ１Ｎ１＋１

ａＮ１＋１１ ａＮ１＋１２ ａＮ１＋１３ ａＮ１＋１Ｎ１ ａＮ１＋１Ｎ１＋１ ａＮ１＋１Ｎ１＋２

ａＮ１＋２２ ａＮ１＋２３ ａＮ１＋２４ ａＮ１＋２Ｎ１＋１ ａＮ１＋２Ｎ１＋２ ａＮ１＋２Ｎ１＋３

     
     

ａｎｎ－Ｎ１－１ ｕｎｎ－Ｎ１ ａｎｎ－Ｎ１＋１ ａｎｎ－１ ａｎｎ ａｎｎ＋１

ａｎ＋１ｎ－Ｎ１ ａｎ＋１ｎ－Ｎ１＋１ ａｎｎ ａｎ＋１ｎ＋１













































．

其中只要ｈ适当小，该线性代数方程组可求解．

２　误差分析

本节主要研究方程（１）的有限体积格式的误差分析．首先给出了 ３种简单的离散模的估计格式．在

Ｓｏｂｏｌｅｖ空间里的ｓ阶半模和全模分别用 · ｓ和‖·‖ｓ来表示，ｅ是剖分区间上的任意网格函数，离散的

Ｌ２模、Ｈ１半模与最大模的格式如下：

‖ｅ‖０，ｈ＝槡ｈ
１
２
ｅ２０＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｅ２ｉ＋

１
２
ｅ２ｎ{ }１／２；

ｅ１，ｈ＝
１

槡ｈ
∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ－ｅｉ－１( ) ２{ }１／２；‖ｅ‖

!

，ｈ＝ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ
ｅｉ．
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引理 １　假设Ｉｈ是［ａ，ｂ］区间上的均匀剖分，对上面任意网格函数 ｅｉ{ }ｎｉ＝０，有

‖ｅ‖２
０，ｈ≤（ｂ－ａ）（ｅ

２
０＋ｅ

２
ｎ）＋

（ｂ－ａ）２

２
ｅ２１，ｈ；

‖ｅ‖２
!

，ｈ≤２ｍａｘｅ
２
０，ｅ

２
ｎ{ } ＋

ｂ－ａ
２

ｅ２１，ｈ； （２０）

‖ｅ‖
!

，ｈ≤
１
ｂ－槡 ａ

‖ｅ‖０，ｈ＋ ｂ－槡 ａ ｅ１，ｈ．

证　当１≤ｉ≤ｎ－１时，

ｅｉ＝ｅ０＋∑
ｉ

ｊ＝１
ｅｊ－ｅｊ－１( ) ；ｅｉ＝ｅｎ－∑

ｎ

ｊ＝ｉ＋１
ｅｊ－ｅｊ－１( ) ．

上２式２边同时平方得

ｅ２ｉ＝ ｅ０＋∑
ｉ

ｊ＝１
ｅｊ－ｅｊ－１( )[ ] ２；ｅ２ｉ＝ ｅｎ－∑

ｎ

ｊ＝ｉ＋１
ｅｊ－ｅｊ－１( )[ ] ２．

利用Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ不等式，则有

ｅ２ｉ≤２ｅ
２
０＋（ｘｉ－ａ）

１
ｈ∑

ｉ

ｊ＝１
（ｅｊ－ｅｊ－１）

２ｈ[ ] ；ｅ２ｉ≤２ｅ２ｎ＋（ｂ－ｘｉ）１ｈ∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１
（ｅｊ－ｅｊ－１）

２ｈ[ ] ．
将上２式分别乘以 ｂ－ｘｉ( ) ，ｘｉ－ａ( ) 得

（ｂ－ｘｉ）ｅ
２
ｉ≤２（ｂ－ｘｉ）ｅ

２
０＋（ｘｉ－ａ）

１
ｈ∑

ｉ

ｊ＝１
（ｅｊ－ｅｊ－１）

２ｈ[ ] ；（ｘｉ－ａ）ｅ２ｉ≤２（ｘｉ－
ａ）ｅ２ｎ＋（ｂ－ｘｉ）

１
ｈ∑

ｎ

ｊ＝ｉ＋１
（ｅｊ－ｅｊ－１）

２ｈ[ ] ．
将上２式相加得

（ｂ－ａ）ｅ２ｉ≤２（ｂ－ｘｉ）ｅ
２
０＋２（ｘｉ－ａ）ｅ

２
ｎ＋２（ｘｉ－ａ）（ｂ－ｘｉ） ｅ

２
１，ｈ． （２１）

从而证明了式（２０）中第２个不等式．
将式（２１）式２边同时乘以ｈ，将ｉ从１到ｎ求和，同时式（２１）２边同时乘以ｈ，将ｉ从０到ｎ－１求和，

将新得到的２个式子相加可以得到

２（ｂ－ａ）‖ｅ‖２
０，ｈ≤２ｈ ｅ

２
１，ｈ∑

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ａ）（ｂ－ｘｉ）＋∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ｘｉ－ａ）（ｂ－ｘｉ）[ ] ＋

２ｈｅ２０∑
ｎ

ｉ＝１
（ｂ－ｘｉ）＋∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ｂ－ｘｉ）[ ] ＋２ｈｅ２ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ａ）＋∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ｘｉ－ａ）[ ] ． （２２）

则有

ｈ∑
ｎ

ｉ＝１
（ｂ－ｘｉ）＋ｈ∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ｂ－ｘｉ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
（２ｂ－ｘｉ－ｘｉ－１）（ｘｉ－ｘｉ－１）＝

２ｂ（ｂ－ａ）－∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘ２ｉ－ｘ

２
ｉ－１）＝（ｂ－ａ）

２．

同理可得

∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ａ）ｈ＋∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ｘｉ－ｂ）ｈ＝（ｂ－ａ）

２．

因为

ｍａｘ
ｘ∈［ａ，ｂ］

（ｘ－ａ）（ｂ－ｘ）＝
（ｂ－ａ）２

４
．

将上面的式子代入式（２２），就证明了式（２０）中的第一个不等式成立．

设ｅｉ０＝ｍｉｎ０≤ｉ≤ｎ
ｅｉ ，则有
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ｅｉ０ ≤
１
ｂ－ａ

ｈ１
２
ｅ０ ＋∑

ｎ－１

ｊ＝１

ｈｊ＋ｈｊ＋１
２

ｅｊ ＋
ｈｎ
２
ｅｎ( ) ．

令

ｅｉ＝

ｅｉ０＋∑
ｉ

ｊ＝ｉ０＋１
δｘ－ｅｊｈｊ，ｉ≥ｉ０；

ｅｉ０－∑
ｉ０

ｊ＝ｉ＋１
δｘ－ｅｊｈｊ，ｉ≤ｉ０．











由Ｃａｕｃｈｙ不等式，得到

ｅｉ≤
１
ｂ－ａ

ｈ
２
ｅ０ ＋∑

ｎ－１

ｊ＝１
ｈｅｊ ＋

ｈ
２
ｅｎ( ) ＋∑

ｎ

ｊ＝１
δｘ－ｅｊｈ≤

１
ｂ－槡 ａ

‖ｅ‖０，ｈ＋ ｂ－槡 ａ ｅ１，ｈ．

在第１节中式（１５）～式（１９）为求解延迟微分方程两点边值问题的有限体积方法，对该方法进行误差
分析，采用离散模．设ｅｉ＝ｕ（ｘｉ）－ｕｉ，由式（１５）～式（１９）可得到误差方程

α１ｅ０－
ｐ１／２
ｈ
（ｅ１－ｅ０）＋

３ｈ
８
ｑ０ｅ０＋

ｈ
８
ｑ１ｅ１＝ｐ１／２Ｒ１／２－Ｒ１，１（ｑｕ）； （２３）

ｐｉ－１／２
ｈ
（ｅｉ－ｅｉ－１）－

ｐｉ＋１／２
ｈ
（ｅｉ＋１－ｅｉ）＋

ｈ
８
ｑｉ－１ｅｉ－１＋

６ｈ
８
ｑｉｅｉ＋

ｈ
８
ｑｉ＋１ｅｉ＋１＝ｐｉ＋１／２Ｒｉ＋１／２－

ｐｉ－１／２Ｒｉ－１／２－Ｒｉ＋１，１（ｑｕ）－Ｒｉ，２（ｑｕ），（１≤ｉ＜Ｎ１）； （２４）
ｐＮ１－１／２
ｈ
（ｅＮ１－ｅＮ１－１）－

ｐＮ１＋１／２
ｈ
（ｅＮ１＋１－ｅＮ１）＋

ｈ
８
ｑＮ１－１ｅＮ１－１＋

６ｈ
８
ｑＮ１ｅＮ１＋

ｈ
８
ｑＮ１＋１ｅＮ１＋１＋

３ｈ
８
ｒＮ１ｅ０＋

ｈ
８
ｒＮ１＋１ｅ１＝ｐＮ１＋１／２ＲＮ１＋１／２－ｐＮ１－１／２ＲＮ１－１／２－ＲＮ１＋１，１（ｑｕ）－ＲＮ１，２（ｑｕ）－ＲＮ１＋１，１ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ] ； （２５）

ｐｉ－１／２
ｈ
（ｅｉ－ｅｉ－１）－

ｐｉ＋１／２
ｈ
（ｅｉ－ｅｉ－１）＋

ｈ
８
ｑｉ－１ｅｉ－１＋

６ｈ
８
ｑｉｅｉ＋

ｈ
８
ｑｉ＋１ｅｉ＋１＋

ｈ
８
ｒｉ－１ｅｉ－１－Ｎ１＋

６ｈ
８
ｒｉｅｉ－Ｎ１＋

ｈ
８
ｒｉ＋１ｅｉ＋１－Ｎ１＝ｐｉ＋１／２Ｒｉ＋１／２－ｐｉ－１／２Ｒｉ－１／２－

Ｒｉ＋１，１（ｑｕ）－Ｒｉ，２（ｑｕ）－Ｒｉ＋１，１ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ] －Ｒｉ，２ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ] ，（Ｎ１＋１≤ｉ≤ｎ－１）； （２６）
ｐｎ－１／２
ｈ
（ｅｎ－ｅｎ－１）－α２ｅｎ＋

ｈ
８
ｑｎ－１ｅｎ－１＋

３ｈ
８
ｑｎｅｎ＋

ｈ
８
ｒｎ－１ｅｎ－１－Ｎ１＋

３ｈ
８
ｒｎｅｎ－Ｎ１＝

－ｐｎ－１／２Ｒｎ－１／２－Ｒｎ，２（ｑｕ）－Ｒｎ，２ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ] ． （２７）
将式（２３）～式（２７）分别乘以ｅ０，ｅｉ，ｅＮ１，ｅｉ，ｅｎ，并将ｉ从０到ｎ相加得到

Ｌ１＝－ｐ１／２
ｅ１－ｅ０
ｈ
ｅ０＋∑

ｎ

ｉ＝１
（ｐｉ－１／２

ｅｉ－ｅｉ－１
ｈ

－ｐｉ＋１／２
ｅｉ－ｅｉ－１
ｈ
）ｅｉ＋ｐｎ－１／２

ｅｎ－ｅｎ－１
ｈ

ｅｎ；

Ｌ２＝
ｈ
８
（３ｑ０ｅ０＋ｑ１ｅ１）ｅ０＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
（
ｈ
８
ｑｉ－１ｅｉ－１＋

６ｈ
８
ｑｉｅｉ＋

ｈ
８
ｑｉ＋１ｅｉ＋１）ｅｉ＋

ｈ
８
（ｑｎ－１ｅｎ－１＋３ｑｎｅｎ）ｅｎ；

Ｌ３＝
ｈ
８
（３ｒＮ１ｅ０＋ｒＮ１＋１ｅ１）ｅＮ１＋∑

ｎ－１

ｉ＝Ｎ１＋１
（
ｈ
８
ｒｉ－１ｅｉ－Ｎ１－１＋

６ｈ
８
ｒｉｅｉ－Ｎ１＋

ｈ
８
ｒｉ＋１ｅｉ－Ｎ１＋１）ｅｉ＋

ｈ
８
（ｒｎ－１ｅｎ－Ｎ１－１＋３ｒｎｅｎ－Ｎ１）ｅｎ；

Ｌ４＝α１ｅ
２
０＋α２ｅ

２
ｎ；

Ｔ１＝ｐ１／２Ｒ１／２ｅ０＋∑
ｎ－１

ｉ＝１
（ｐｉ＋１／２Ｒｉ＋１／２－ｐｉ－１／２Ｒｉ－１／２）ｅｉ－ｐｎ－１／２Ｒｎ－１／２ｅｎ；
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Ｔ２＝－Ｒ１，１（ｑｕ）ｅ０－∑
ｎ－１

ｉ＝１
（Ｒｉ＋１，１（ｑｕ）＋Ｒｉ，２（ｑｕ））ｅｉ－Ｒｎ，２（ｑｕ）ｅｎ；

Ｔ３＝－ＲＮ１＋１，１ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ] ｅＮ１－∑
ｎ－１

ｉ＝Ｎ１＋１
Ｒｉ＋１，１ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ] ＋Ｒｉ，２ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ]{ }ｅｉ－Ｒｎ，２ ｒｕ（ｘ－ｔ）[ ] ｅｎ．则

式（２３）～式（２７）可以表示为Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３＋Ｌ４＝Ｔ１＋Ｔ２＋Ｔ３．
对Ｌ１采用分部求和，得

Ｌ１＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ－１／２（

（ｅｉ－ｅｉ－１）
２

ｈ
）≥ｐｍｉｎ ｅ

２
１，ｈ．

可以将Ｌ２写成Ｌ２＝Ｌ２１＋Ｌ２２，其中

Ｌ２１＝
ｈ
２
ｑ０ｅ

２
０＋ｈ∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｑｉｅ

２
ｉ＋
ｈ
２
ｑｎｅ

２
ｎ；

Ｌ２２＝
ｈ
８
（ｑ１ｅ１－ｑ０ｅ０）ｅ０＋

ｈ
４∑
ｎ－１

ｉ＝１
－（ｑｉｅｉ－ｑｉ－１ｅｉ－１）＋（ｑｉ＋１ｅｉ＋１－ｑｉｅｉ）[ ] ｅｉ－

ｈ
８
（ｑｎｅｎ－ｑｎ－１ｅｎ－１）ｅｎ＝－

ｈ
８∑

ｎ

ｉ＝１
ｑｉｅｉ－ｑｉ－１ｅｉ－１( ) ｅｉ－ｅｉ－１( )

．

由Ｃａｕｃｈｙ不等式，得

Ｌ２２ ≤∑
ｎ

ｉ＝１

ｈ２

１６
ｑｉｅｉ－ｑｉ－１ｅｉ－１( ) ２＋

ｈ
１６
ｅ２１，ｈ≤

ｈ２

８
ｑ２０ｅ

２
０＋
ｈ２

４∑
ｎ

ｉ＝１
ｑ２ｉｅ

２
ｉ＋
ｈ２

８
ｑ２ｎｅ

２
ｎ＋
ｈ
１６
ｅ２１，ｈ． （２８）

将Ｌ３写成Ｌ３＝Ｌ３１＋Ｌ３２，式中：

Ｌ３１＝
ｈ
２
ｒＮ１ｅ０ｅＮ１＋ｈ∑

ｎ－１

ｎ＝Ｎ１
＋１
ｒｉｅｉ－Ｎ１ｅｉ＋

ｈ
２
ｒｎｅｎ－Ｎ１ｅｎ；

Ｌ３２＝－
ｈ
８∑

ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
（ｒｉｅｉ－Ｎ１－ｒｉ－１ｅｉ－１－Ｎ１）（ｅｉ－ｅｉ－１）．

利用Ｃａｕｃｈｙ不等式得

Ｌ３２ ≤
ｈ２

８
ｒ２Ｎ１ｅ

２
０＋
ｈ２

４∑
ｎ－１

ｉ＝Ｎ１＋１
ｒ２ｉｅ

２
ｉ－Ｎ１
＋ｈ

２

８
ｒ２ｎｅ

２
ｎ－Ｎ１
＋ｈ
１６∑

Ｎ１

ｉ＝１
（ｅｉ－ｅｉ－１）

２≤

ｈ２

８
ｒ２Ｎ１ｅ

２
０＋
ｈ２

４∑
ｎ－１

ｉ＝Ｎ１＋１
ｒ２ｉｅ

２
ｉ－Ｎ１
＋ｈ

２

８
ｒ２ｎｅ

２
ｎ－Ｎ１
＋ｈ
１６
ｅ２１，ｈ． （２９）

由Ｌ１，Ｌ２和Ｌ３的估计，得

Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３＋Ｌ４≥（ｐｍｉｎ－
ｈ
８
） ｅ２１，ｈ＋

（１－
ｈｑ０
４
）
ｈ
２
ｑ０ｅ

２
０＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
（１－

ｈｑｉ
４
）ｈｑｉｅ

２
ｉ＋（１－

ｈｑｎ
４
）
ｈ
２
ｑｎｅ

２
ｎ＋

（
ｅＮ１
ｅ０
－
ｈｒＮ１
４
）
ｈ
２
ｒＮ１ｅ

２
０＋∑

ｎ－１

ｉ＝Ｎ１＋１
（
ｅｉ
ｅｉ－Ｎ１

－
ｈｒｉ
４
）ｈｒｉｅ

２
ｉ－Ｎ１
＋（１－

ｈｒｎ
４
）
ｈ
２
ｒｎｅ

２
ｎ－Ｎ１
＋

α１ｅ
２
０＋α２ｅ

２
ｎ． （３０）

接着对Ｔ１，Ｔ２和Ｔ３进行估计，利用分部求和公式化简得

Ｔ１＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ－１／２Ｒｉ－１／２（ｅｉ－ｅｉ－１）．

由ε－Ｃａｕｃｈｙ不等式得：

Ｔ１ ≤
ｈ
４ε１
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｐｉ－１／２Ｒｉ－１／２）

２＋ε１ ｅ
２
１，ｈ．

０２１
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在式（８）中定义Ｒｉ－１／２得：

（ｐｉ－１／２Ｒｉ－１／２）
２≤
ｐ２ｉ－１／２
２ｈ２ ∫

ｘｉ

ｘｉ－１／２
ｕ（３）（ｘ）（ｘｉ－ｘ）

２ｄｘ[ ] ２＋∫
ｘｉ－１／２

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）（ｘｉ－１－ｘ）

２ｄｘ[ ] ２{ }．
令ｐｍａｘ＝ｍａｘｘ∈［ａ，ｂ］

ｐ（ｘ），采用Ｈｏ̈ｌｄｅｒ不等式，并整理可得

∑
ｎ

ｉ＝１
（ｐｉ－１／２Ｒｉ－１／２）

２ｈ≤
ｐ２ｍａｘ
３２０∑

ｎ

ｉ＝１
ｈ４∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ．

从而 Ｔ１ ≤
ｐ２ｍａｘ

４ε１×３２０
∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ＋ε１ ｅ

２
１，ｈ． （３１）

对Ｔ２，Ｔ３利用分部求和公式，有

Ｔ２＝－∑
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ，１（ｑｕ）ｅｉ－１－∑

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ，２（ｑｕ）ｅｉ；

Ｔ３＝－∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
Ｒｉ，１［ｒｕ（ｘ－ｔ）］ｅｉ－１－∑

ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
Ｒｉ，２［ｒｕ（ｘ－ｔ）］ｅｉ．

在式（１１）～式（１２）中对Ｒｉ，１（ｑｕ），Ｒｉ，２（ｑｕ）定义及Ｈｏ̈ｌｄｅｒ不等式，整理得

Ｔ２ ≤
ｈ４

８ε２×３２０
∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（２）（ｘ）２ｄｘ＋４ε２‖ｅ‖

２
０，ｈ； （３２）

Ｔ３ ≤
ｈ４

８ε３×３２０
∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（２）（ｘ）ｄｘ＋２ε３∑

ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
ｈｅ２ｉ－１＋２ε３∑

ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
ｈｅ２ｉ．

设存在Ｎ１，使得‖ｅ‖０，ｈ＝
ｈ
２
ｅ２Ｎ１＋ｈ∑

ｎ－１

ｉ＝Ｎ１

ｅ２ｉ＋
ｈ
２
ｅ２ｎ{ }

１／２

，则可以得到

Ｔ３ ≤
ｈ４

８ε３×３２０
∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｒｕ）（２）（ｘ－ｔ）２ｄｘ＋４ε３‖ｅ‖

２
０，ｈ． （３３）

由式（２８）～式（３３）中，对Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，Ｔ１，Ｔ２和Ｔ３的估计，得

（ｐｍｉｎ－
ｈ
８
） ｅ２１，ｈ＋（１－

ｈｑ０
４
）
ｈ
２
ｑ０ｅ

２
０＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
（１－

ｈｑｉ
４
）ｈｑｉｅ

２
ｉ＋（１－

ｈｑｎ
４
）
ｈ
２
ｑｎｅ

２
ｎ＋

（
ｅＮ１
ｅ０
－
ｈｒＮ１
４
）
ｈ
２
ｒＮ１ｅ

２
０＋∑

ｎ－１

ｉ＝Ｎ１＋１
（
ｅｉ
ｅｉ－Ｎ１

－
ｈｒｉ
４
）ｈｒｉｅ

２
ｉ－Ｎ１
＋（

ｅｎ
ｅｎ－Ｎ１

－
ｈｒｎ
４
）
ｈ
２
ｒｎｅ

２
ｎ－Ｎ１
＋

α１ｅ
２
０＋α２ｅ

２
ｎ≤

ｐ２ｍａｘ
４ε１×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ＋

ｈ４

８ε２×３２０
∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（２）（ｘ）２ｄｘ＋

ｈ４

８ε３×３２０
∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｒｕ）（２）（ｘ－ｔ）ｄｘ＋

ε１ ｅ
２
１，ｈ＋４ε２‖ｅ‖

２
０，ｈ＋４ε３‖ｅ‖

２
０，ｈ． （３４）

当ｑ（ｘ）ｑｍｉｎ ＞０，ｒ（ｘ）ｒｍｉｎ ＞０，α１０，α２０时，取，ε１＝ｐｍｉｎ／２，ε２＝ｑｍｉｎ／８，

ε３＝
３
１６
ｒｍｉｎｅｒ，ｅｒｉ＝

ｅｉ
ｅｉ－Ｎ１
，ｅｒ＝ｍａｘ

ｅｉ
ｅｉ－Ｎ１

，１{ }（ｉ＝Ｎ１，Ｎ１＋１，…，ｎ），存在ｃ０ ＞ｃ＞０，
使得ｈ１＝

ｂ－ａ
ｃ０ｈ０

，ｈ１ｒｉ≤ｅｒｉ＝Ｎ１，Ｎ１＋１，…，ｎ( ) ，得

（ｐｍｉｎ－
ｈ１
８
） ｅ２１，ｈ＋（１－

ｈ１ｑ０
４
）
ｈ
２
ｑ０ｅ

２
０＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
（１－

ｈ１ｑｉ
４
）ｈｑｉｅ

２
ｉ＋（１－

ｈ１ｑｎ
４
）
ｈ１
２
ｑｎｅ

２
ｎ－

５ｅｒ
４
ｈ１
２
ｒＮ１ｅ

２
０＋∑

ｎ－１

ｉ＝Ｎ１＋１
ｈ１ｒｉｅ

２
ｉ－Ｎ１
＋ｈ
２
ｒｎｅ

２
ｎ－Ｎ１( ) ＋α１ｅ２０＋α２ｅ２ｎ≤

ｐ２ｍａｘ
４ε１×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４１∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ＋

ｈ４１
８ε２×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（２）（ｘ）２ｄｘ＋

１２１
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ｈ４１
８ε３×３２０

∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｒｕ）（２）（ｘ－ｔ）ｄｘ＋ε１ ｅ

２
１，ｈ＋４ε２‖ｅ‖

２
０，ｈ＋４ε３‖ｅ‖

２
０，ｈ．

从而得出

（
ｐｍｉｎ
２
－
ｈ１
８
） ｅ２１，ｈ＋（

１
２
－
ｈ１ｑ０
４
）
ｈ
２
ｑ０ｅ

２
０＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
（
１
２
－
ｈ１ｑｉ
４
）ｈｑｉｅ

２
ｉ＋（

１
２
－
ｈ１ｑｎ
４
）
ｈ
２
ｑｎｅ

２
ｎ－

２ｒｍｉｎｅｒ‖ｅ‖
２
０，ｈ≤

ｐ２ｍａｘ
４ε１×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４１∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ＋

ｈ４１
８ε２×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（２）（ｘ）２ｄｘ＋

ｈ４１
８ε３×３２０

∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｒｕ）（２）（ｘ－ｔ）ｄｘ．

存在ｃ１ｃ０ ＞ｃ＞０，使得ｈ２＝
ｂ－ａ
ｃ１ｈ０

，ｈ２ｒｉ≤１ｉ＝１，２，…，ｎ( ) ，则有

（
ｐｍｉｎ
２
－
ｈ２
８
） ｅ２１，ｈ＋

ｑｍｉｎ
４‖

ｅ‖２
０，ｈ＋（

ｒ０
４
－ ｒ０ ）ｒｍｉｎ‖ｅ‖

２
０，ｈ≤

ｐ２ｍａｘ
６４０ｐｍｉｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４２∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ＋

ｈ４２
３２０ｑｍｉｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（２）（ｘ）２ｄｘ＋

ｈ４２
４８０ｒ０ｒｍｉｎ

∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１＋１
∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｒｕ）（２）（ｘ－ｔ）２ｄｘ． （３５）

取ｈ＝ｍｉｎｈ１，ｈ２{ }，则有

（
ｐｍｉｎ
２
－ｈ
８
） ｅ２１，ｈ＋（

ｑｍｉｎ
４
－２ｒｍｉｎｅｒ）‖ｅ‖

２
０，ｈ≤

ｐ２ｍａｘ
６４０ｐｍｉｎ

ｕ２
３＋

ｈ４

３２０ｑｍｉｎ
ｑｕ２

２＋
ｈ４

４８０ｒ０ｒｍｉｎ
ｒｕ（ｘ－ｔ）２

２． （３６）

当ｑ（ｘ）０，ｒ（ｘ）０，α１ ＞０，α２ ＞０，存在ｃ２ｃ＞０，ｃ３ｃ＞０，ｃ４＝ｍａｘｃ２，ｃ３{ }，

ｈ＝
ｂ－ａ
ｃ４ｈ０

，使得 １－ｈｑ（ｘ）[ ] ０，（
ｅｉ
ｅｉ－Ｎ１

－ｈｒ（ｘ）
４
）０（ｉ＝Ｎ１…ｎ），则由式（３３）和引理１得

（ｐｍｉｎ－
ｈ
１６
） ｅ２１，ｈ＋α１ｅ

２
０＋α２ｅ

２
ｎ≤

ｐ２ｍａｘ
４ε１×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ＋

１
８ε２×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４∫

ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（３）（ｘ）２ｄｘ＋

１
８ε３×３２０

∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１

ｈ４∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｒｕ）（３）（ｘ－ｔ）２ｄｘ＋

ε１ ｅ
２
１，ｈ＋４ε２（ｂ－ａ）（ｅ

２
０＋ｅ

２
ｎ）＋２ε２（ｂ－ａ）

２ ｅ２１，ｈ＋

４ε３（ｂ－ａ－ｔ）（ｅ
２
０＋ｅ

２
ｎ）＋２ε２（ｂ－ａ－ｔ）

２ ｅ２１，ｈ． （３７）
取

ε１＝ｐｍｉｎ／４，ε２＝ｍｉｎ（
ｐｍｉｎ

１６（ｂ－ａ）２
，

α１
１６（ｂ－ａ）

，
α２

１６（ｂ－ａ）
）；

ε３＝ｍｉｎ（
ｐｍｉｎ

１６（ｂ－ａ－ｔ）２
，

α１
１６（ｂ－ａ－ｔ）

，
α２

１６（ｂ－ａ－ｔ）
）．

则有，

（
ｐｍｉｎ
２
－ｈ
１６
） ｅ２１，ｈ＋

α１
２
ｅ２０＋

α２
２
ｅ２ｎ≤

ｐ２ｍａｘ
３２０ｐｍｉｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｕ（３）（ｘ）２ｄｘ＋

１
８ε２×３２０

∑
ｎ

ｉ＝１
ｈ４∫

ｘｉ

ｘｉ－１
（ｑｕ）（３）（ｘ）２ｄｘ＋

１
８ε３×３２０

∑
ｎ

ｉ＝Ｎ１

ｈ４∫
ｘｉ

ｘｉ－１
（ｒｕ）（３）（ｘ－ｔ）２． （３８）

可得到

（
ｐｍｉｎ
４
－ｈ
１６
） ｅ２１，ｈ＋

α１
２
ｅ２０＋

α２
２
ｅ２ｎ≤

２２１
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ｐ２ｍａｘ
３２０ｐｍｉｎ

ｕ２
３＋

ｈ４

２５６０ε２
ｑｕ２

２＋
ｈ４

２５６０ε３
ｒｕ（ｘ－ｔ）２

２． （３９）

由式（３６）～式（３９）和引理１，可得出以下定理１．
定理１　假设ｐ（ｘ）∈Ｃ１（Ｉ），ｑ（ｘ）ｑｍｉｎ＞０，ｒ（ｘ）ｒｍｉｎ＞０，α１０，α１０或ｑ（ｘ）０，ｒ（ｘ）０，

α１ ＞０，α１ ＞０，ｕ（ｘ）∈Ｈ
３（Ｉ）是式（１）和式（２）的解，求解延迟微分方程两点边值问题的有限体积法式

（１５）～式（１９）在点ｘｉ处的数值解为 ｕｉ，ｕｉ按照离散 Ｈ
１半范数，Ｌ２范数二阶收敛于 ｕ（ｘｉ），且误差 ｅｉ＝

ｕ（ｘｉ）－ｕｉ，有如下估算模式

ｅ１，ｈ≤Ｃｈ
２‖ｕ‖３，‖ｅ‖０，ｈ≤Ｃｈ

２‖ｕ‖３，‖ｅ‖
!

，ｈ≤Ｃｈ
２‖ｕ‖３．

３　数值实验

限于篇幅，本节给出一个算例．线性方程组（１５）～（１９）采用高斯消元法，使用 Ｍａｔｌａｂ编程．分别用
ｅｈ１，ｅｈ２和Ｍａｘ＿ｅ表示数值解误差的Ｈ１半模，Ｌ２模与最大模．

式（１）～式（２）中的各参数为，α１＝ｇ１＝α２＝１，ｇ２＝ｅ，ａ＝０，ｂ＝１，ｔ＝１／２，ｐ＝ｒ＝１，ｑ＝２，ｇｘ( ) ＝

ｅｘ－１／２－ｅ－ｘ＋１／２

２
，ｆ（ｘ）＝

ｅｘ＋ｅ－ｘ

２
＋ｅ

ｘ－１／２－ｅ－ｘ＋１／２

２
，其精确解ｕ（ｘ）＝

ｅｘ＋ｅ－ｘ

２
．

分别取ｎ＝２，４，８，１０时的数值解如下图１所示．从图１可以看出，随着网格节点的增加，数值解与精确
解的误差越来越小．当ｎ＝２时，误差比较大，当 ｎ＝４时，误差明显减少，当 ｎ增加到８或者１０时，数值解
与精确解没有明显差异．

图１　算例的精确解，数值解（ｎ＝２，４，８，１０）

为了进一步验证算法的收敛性，表１进一步比较ｎ＝１０和１００时的３种数值误差．从表１可以看出，数
值解按照Ｈ１半模，Ｌ２模、最大模几乎是二阶收敛的．

表１　ｎ＝１０，１００的数值解误差

ｎ
误差

Ｍａｘ＿ｅ ｅｈ２ ｅｈ１

１０ ５．６５６２Ｅ－００４ ５．０９９１Ｅ－００４ ２．１６２４Ｅ－００４

１００ ５．６５６５Ｅ－００６ ５．１００８Ｅ－００６ ２．１６８５Ｅ－００６

４　结论

１）有限体积法是求解延迟二阶微分方程两点边值问题的有效数值方法，不但简单容易实现，而且具
有二阶精度．

２）误差分析和数值结果都表明该方法在 Ｈ１半范数、Ｌ２范数以及最大范数等多种范数下都是二阶收

３２１
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敛的．
３）方法的构造和误差分析的技巧具有一定的普适性．
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