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摘'要#针对求解大规模非线性单调方程组问题!克服其他算法计算复杂"存储量需求和计算量大等不足!基于经典 e=e

&e,C94

*

=-Y-zFA

*

e,CJ94'共轭梯度法!设计了一种新的搜索方向公式!结合单调线搜索技术和投影算法!提出一种修正三项

e=e投影算法(新算法具有充分下降性和信赖域特征等优点!在适当的条件下新算法具有全局收敛性(初步数值试验结果表

明!新算法对选取的测试问题上是有效的!数值表现总体上优于经典 e=e共轭梯度法!适合于求解大规模非线性单调方

程组(
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考虑非线性单调方程组问题&
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6 是单调连续可微函数(/单调性定义为

5/$$%
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非线性单调方程组在数值计算和工程实践等问题上有着广泛的应用!如非线性拟合)函数逼近)参数

估计)化学平衡问题和物理电力方程等都可以转化为非线性方程组进行求解(关于非线性方程组的求解方

法已经很多有效的算法!如牛顿法"%#

)拟牛顿法"##

)高斯牛顿法"!#

)gATA3YAF:

*

d9FhQ9F+B法""#和信赖域".#

等(这些算法对小规模问题普遍具有收敛速度快的特点!计算效率高(然而!在确定搜索方向时!每一步的

迭代计算必须使用目标函数的)92,Y-93矩阵或近似)92,Y-93矩阵求解一个线性方程组!计算量非常大!因

此这些算法在求解大规模非线性方程组问题上受到了限制"5#

(

研究表明!基于投影的算法应用于非线性单调方程组具有良好的理论性质和数值效果"6

*

%$#

!能够有效

求解非线性方程组(最具代表的是 I,C,+,TJ和 IT9-BAFJ提出的一种不精确牛顿型算法"6#

!该算法采用超平

面投影技术!不依赖正则条件下算法生成的序列整体收敛于问题$%%的解(我们知道!非线性共轭梯度法存

储量小计算简便!是求解大规模最优化问题最有效的方法之一(近年来!结合超平面投影技术!将共轭梯度

算法推广到大规模非线性方程组问题的研究成果表明!具有良好性质的共轭梯度法借助超平面投影技术

更能有效解决求解大规模非线性单调方程组问题"%%

*

%5#

(这里好的性质主要是指搜索方向不依赖任何线搜

索具有自动充分下降性和信赖域的特征!那么相应算法在较弱的条件下具有全局收敛性(

受此启发!笔者在经典 e=e$e,C94

*

=-Y-zFA

*

e,CJ94%共轭梯度算法的基础上!设计一种新的搜索方向

公式!结合文献"6#超平面投影技术!采用某种单调线搜索!建立一种求解非线性单调方程组的修正三项

e=e投影算法!证明新算法在适当条件下具有充分下降性)信赖域特征和全局收敛性!并利用 d9BC9程序

对选取的测试函数进行初步的数值试验(

本文组织如下&在第 %节给出新算法!第 #节对新算法进行全局收敛性分析!然后在第 ! 节通过数值

试验分析新算法的有效性!最后在第 "节给出结论(

=>修正三项e=e投影算法

首先将非线性单调方程组问题转化为最优化问题!然后回顾共轭梯度法的概念(一般地!令范数函数
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其迭代公式的一般形式为
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是步长!由某种线搜索确定' 0

Z

是搜索方向!迭代公式定义为
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式中&
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Z

是一个共轭参数' /

Z

为/$$

Z

% 的简记(不同的共轭参数代表不同的共轭梯度法!最为经典的有

e=e方法)RI$RAEBA3AE

*

IB-AOAC%方法)m=$mCAB28AF

*

=AATAE%方法)PV$P,31Q:9BA

*

VAE2A3B%和 V>$V9-

*

>Q93%方法等"%6#

!这些方法在不同的线搜索下的全局收敛性和数值性能已经得到广泛的研究(e=e算法

在数值表现上对于大规模优化问题是非常有效的!但是其全局收敛性并不令人满意!其中一个主要原因是

搜索方向不满足充分下降性的条件(因此!研究者从三项共轭梯度法的角度对e=e算法进行推广"%/

*

#$#

!如

7893:等"%/#提出了三项e=e共轭梯度算法的搜索方向不依赖线搜索始终具有充分下降性(基于充分下降

型三项共轭梯度法的思想!结合文献"%%

*

%##的方法!本文设计一个新的搜索方向 0

Z
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% 的简记(

考虑到在实际问题中!映射/$$% 一般是非光滑函数(同时!问题$!%的稳定点不一定是问题$%%的解!

而 I,C,+,TJ和 IT9-BAFJ

"6#指出超平面投影技术能直接求解问题$%%!计算效率更好&假设当前迭代点 $

Z

和

搜索方向 0

Z

!按照某个线搜索得到步长
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${ } 能够将当前迭代点 $

Z

与非线性单调方程组$%%的解严格分离(然后再将点

$
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投影到超平面3
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本文采用@-和g-单调线搜索"#%#来计算步长
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@$!G@$&联合设计的修正三项e=e公式$5%!采用在超平

面投影技术式$6%!建立一个新的求解非线性单调方程组的修正三项 e=e投影算法(为便于表述!本文将

该算法称为de=e算法!其步骤如下&

步骤 %&给定初始点 $
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!则停止'否则转步骤 !'

步骤 !&通过式$5%计算搜索方向 0
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'采用线搜索式$/%计算步长
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步骤 5&令Z&
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)

%!转步骤 #(

?>全局收敛性分析

本文建立de=e算法的全局收敛性需要用到以下一般性假设&

假设D'非线性方程组$%%的解集不是空集(

假设<' /$$% 在集合4

6 内g-ME28-B[连续!即存在一个常数 ? @$!使得对任意 $!.
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由假设D和假设<!容易得出以下结论&
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首先我们分析搜索方向的充分下降性和信赖域特征!这不仅说明我们提出的新搜索方向 0

Z

是有意义

的!同时这些性质对de=e算法的全局收敛性分析起到重要的作用(

引理 % 如果搜索方向 0

Z

由式$5%给出!那么搜索方向 0
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有以下 #个性质&
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证明&不难证明式$%%%成立!并且由式$%%%可以直接推出式$%#%的左半部分(以下证明式$%#%的右半

!%%
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下面的引理 #说明!由de=e算法生成的序列 $
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{ } 具有下降和收

敛的性质(引理的证明及其性质类似文献"6#!本文不再赘述(

引理 # 如果假设D和假设<成立!且 $
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从共轭梯度法的迭代公式出发!通过引理 #的式$%"%!容易得到下面重要的结论&
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下面的引理 !说明线搜索能够保证得到一个正数步长!使得de=e算法在有限步内停止!从而说明我

们提出的de=e算法是可行的(可以通过引理 %的充分下降性和信赖域特征!结合假设 D来证明(具体证

明类似文献"###的引理 #!本文不再赘述(

引理 ! 如果假设D和假设<成立!则de=e算法是可行的(

由引理 %!引理 #和引理 !!结合假设D和假设 <的一般性假设!下面我们可以得到 de=e算法的全

局收敛性结论(
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$

$!都有
-

/

Z

- $ 1

&

由引理 %的式$%#%!对
,

Z

$

$有

-

0

Z

- $ -

/

Z

- $ 1

&

由引理 #可知序列 $

Z

{ } 是有界的!因此对Z

'

4

%

$4

%

是一个无限指数集%!必存在聚点 $

!

!使得

C-K

Z

%

_

$

Z

!

$

!

&

由引理 %式$%#%和式$%$%!对
,

Z

$

$!可得

"%%
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-

0

Z

- # '

$%

)

#

*

%&

所以序列 0

Z

{ } 也是有界的(因此!必存在聚点 0

! 和一个无限指数集4

#

.

4

%

!对Z

'

4

#

!使得

C-K

Z

%

_

0

Z

!

0

!

&

联合引理 #的结论式$%.%!可以推出&

C-K

Z

%

_

+

Z

]

$&

根据线搜索式$/%的定义!存在
+

D

Z

!

+

Z

.

!使得下式成立

#

/$

Z

)

+

D

Z

0

Z

( ) ;

0

Z

B

!+

D

Z

-

/$

Z

)

+

D

Z

0

Z

( )
--

0

Z

-

#

&

当Z

%

$时!上式两边对
,

Z

'

4

#

同取极限!则有

/$$

!

%

;

0

!

@$&

再对引理 %式$%%%对
,

Z

'

4

#

同取极限!得

/$$

!

%

;

0

!

#

$&

显然以上 #个不等式产生了矛盾(

所以!假设不成立!式$%5%成立(证明完毕(

@>数值试验

为考查本文提出修正三项e=e投影算法的数值表现!我们将其与经典 e=e共轭梯度法进行比较(本

次试验具有初始点的 %$个测试函数选自文献"#!

*

#"#!具体的函数名称与初始点见表 %(

表 %'测试函数

U,( 函数名称 初始点H

$

% LHM,3A3B-9COQ32B-,3 %

6

6

#

%

!

6

6

#

%

!2!

6

6

#

%

( ) ;

# LHM,3A3B-9COQ32B-,3 #

%

6

#

!

%

6

#

!2!

%

6

#( ) ;

! ;F-:,3,KABF-2OQ32B-,3

%$%

%$%

!

6

!

%$%

%$%

!

6

!2&!

%$%

%$%

!

6

( ) ;

" g,:9F-B8K-2OQ32B-,3

%!%!2!%( ) ;

. <F,J+A3 ;F-+-9:,39COQ32B-,3 #

%!

#

%!2!

#

%( ) ;

5 7AF,192,Y-93 OQ32B-,3

6

#

% $$$( )
!

6

#

.$$( )
5$

!

6( ) #

!

6

#

% $$$( )
!

6

#

.$$( )
5$

!

6( ) #

!2&!

6

#

% $$$( )
!

6

#

.$$( )
5$

!

6( ) #( ) ;

6 N9F-9YCA+-KA3E-,3A+ OQ32B-,3

%

#

H

6

!%

#

H

6

!2!%

#

H

6

( ) ;

/ ;F-+-9:,39CEJEBAK

%#!%#!2!%#( ) ;

& LHBA3+A+ ?,,+ MF,YCAK

$!$!2!$( ) ;

%$ V-E2FABAY,Q3+FJT9CQAMF,YCAK

#

6

6

)

%( ) #

!

#

6

6

)

%( ) #

!2!

#

6

6

)

%( ) #( ) ;

试验环境&本次数值试验的电脑配置为 ?-3+,XE6 操作系统!G3ACeA3B-QK$=%VQ9P,

*

FAPeS!L./$$

!(#f7R7!内存 #f!算法由d9BC9Y #$%"9编写运行(终止条件
-

^ <( )
- #

%$

#

.

!

参数设置&

-

!

$&$$$ %!A

!

$&$$$ %!

*

!

$&$$$ %!

"

!

%$

#

.

&

数值试验结果参见表 #(表 #中各项说明如下&U,(表示测试函数的序号'V-K表示测试函数的维数'UG

表示迭代次数'Um表示函数值的计算次数'PeSB-KA表示试验所耗时间$单位&秒%'fU表示算法终止时

/$$% 的梯度值计算次数(
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表 #'数值试验结果

U,( V-K

de=e算法

UG Um PeSB-KA0E fU

e=e算法

UG Um PeSPeSB-KA0E fU

%

! $$$ %#! '%#" %(6!% 5%% &(&6L

*

$5 %#& '%!$ '%(6$$ "%% &(&6L

*

$5

. $$$ %$. %$5 !(.// $#! &(&/L

*

$5 %$& %%$ !(6#/ "#" &(&%L

*

$5

%$ $$$ /. /5 &(&!6 #5" &(&&L

*

$5 /5 /6 %$(.". 55/ &(&"L

*

$5

#

! $$$ .. '#%$ %(5$5 /%$ &(#/L

*

$5 ./ '##$ '%(6!% 5%% &(&.L

*

$5

. $$$ #. %$% #(%#% 5%" &(%6L

*

$5 #" &6 #($&$ "%! &(6.L

*

$5

%$ $$$ && ".& !%(5.# 5$! &(.%L

*

$5 %$. "6& !"(%$% /%& &(/#L

*

$5

!

! $$$ "! ' /5 $(&$" /$5 /(.5L

*

$5 "/ ' &. '%($". #$6 /(5.L

*

$5

. $$$ "# /" #("$# "%. /(#/L

*

$5 "5 &% #(#&! #%. &(6"L

*

$5

%$ $$$ "$ /$ 5(&// /". &(%!L

*

$5 "" /6 6(6## $"& &(&/L

*

$5

"

! $$$ '. ''5 $(%.5 $$% %($%L

*

$/ %% ' %# '$(%6% 5$% %($%L

*

$/

. $$$ . 5 $(#!" $$# 5(#5L

*

$& %% %# $("$. 5$! /(."L

*

$&

%$ $$$ . 5 $(/"# "$. !(5#L

*

$& %% %# %(!#5 $$& 6(5#L

*

$&

.

! $$$ &. '%&$ #("$# "%. &(.$L

*

$5 %$" '#$/ '%(&%/ /%# &(#"L

*

$5

. $$$ &6 %&" .("#/ /!. &($.L

*

$5 %$5 #%# "(&%" $!% &(%!L

*

$5

%$ $$$ && %&/ %/(%6" %%5 &(""L

*

$5 %$/ #%5 %/(#56 6%6 &(//L

*

$5

5

! $$$ #&& % &%" %!($%$ "/! 5(6&L

n

$6 #&& % &". %!(%&6 5/. 6(56L

n

$6

. $$$ #&& % &"# !"("5$ 5#% /(%.L

n

$6 #&& % &5$ !"(5&" 5## 6(..L

n

$6

%$ $$$ #&& % &#& %#.($.$ "$# /(!%L

n

$6 #&& % &!5 %#.(.5. #$. 6(".L

n

$6

6

! $$$ '% ''# $($%. 5$$ $ '% ''# '$($!% #$$ $

. $$$ % # $($5# "$$ $ % # $($"5 /$$ $

%$ $$$ % # $(%6% 5$% $ % # $(%6% 5$% $

/

! $$$ #&& '&!5 6(/%. 5.$ #(".L

n

$$ #&& % $5! '/(."/ /.. #(5!L

n

$$

. $$$ #&& &#/ %&(!6. !#" !("%L

*

$% #&& % $"6 #%(!6# %!6 %(!%L

n

$$

%$ $$$ #&& &!$ 6$(%## ""& !(&5L

*

$% #&& % $/% /#("!$ &#/ !(5.L

n

$$

&

! $$$ #&& % %#" /(5/& #.5 !(/"L

n

$$ #&& % %%" %$(.&# "5/ %(%6L

n

$$

. $$$ #&& % %%6 ##(#". 6"! #(5"L

n

$$ #&& % %#$ #!(%!" &"/ %(#"L

n

$$

%$ $$$ #&& % %%" /%(#%" %#% "(%"L

n

$$ #&& % %#$ /$(//5 .%/ %(.5L

n

$$

%$

! $$$ !. ' 6% $(6"/ /$. &(#5L

*

$5 "$ ' /$ '$(/%% #$. &(&%L

*

$5

. $$$ !" 5& %(6"6 #%% /(5"L

*

$5 !& 6/ %(&%/ /%# &(#$L

*

$5

%$ $$$ !# 5. .(/5. 5!/ &(!$L

*

$5 !6 6" 5("/& 5"# &("#L

*

$5

为更直观分析两种算法的综合性能!本文采用V,C93和d,FA在文献"#.#提出的评价准则进行综合比

较(该评价准则基本办法&为了估算某种算法 G对所有测试问题的效率!定义一个分布函数
,

G

$,%

!

%

6

L

E-[AL

'

;&N

L!G

#

,{ } !

,

G

$,% 的数值越大!算法G的数值表现就越好(横坐标 ,表示某种给定的数值比率!

纵坐标
,

G

$,% 表示算法G对应,的数值(如果将不同的算法所对应的分布函数曲线在同一坐标进行比较!那

么!相对于相同的,!曲线越靠上!相应的算法能够求解的个数越多!即算法越稳定'相对于求解相同百分

比的问题而言!曲线越靠左!相应的算法的效率就越高(

下面给出的图 %a图 "!分别画出了de=e算法与e=e算法基于迭代次数$UG%)目标函数值计算次数

$Um%)系统运行的时间$PeS%和算法终止时范数值$Uf%的分布函数
,

G

$,% 的曲线比较图(

从图 %a图 !看出!在计算精度相同的条件下!根据上述评价准则!de=e算法在迭代次数)目标函数

数值计算次数和运行时间等 !个指标上计算效率明显优于经典e=e算法'图 "表明!算法终止时/$<% 的

梯度值的计算次数!de=e算法也比经典 e=e算法好(这可能是 de=e算法具有充分下降性和信赖域的

特征!结合超平面投影技术的有效应用!继承了经典e=e的良好数值性能!不仅能有效求解大规模非线性

5%%
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单调方程组的解!效率比经典e=e算法更具竞争性(

图 %'#个算法的迭代次数性能 图 #'#个算法的目标函数值计算次数性能

图 !'#个算法的运行时间性能 图 "'#个算法的目标函数梯度值计算次数性能

A>结论

%%de=e算法的搜索方向不依赖任何线搜索!不仅具有充分下降性!还具有信赖域性质!使得算法在

常规条件下是全局收敛的!相比于经典e=e算法需要较强条件才能具备全局收敛性质无疑是进步的(

#%在精度相同的条件下!de=e算法数值结果总体上比经典e=e算法更优(

综上所述!de=e算法对解大规模非线性方程组问题是有效的(在未来的工作中!我们将尝试对de=e

算法的各种参数进行不同的调整和测试!来验证参数取值对 de=e算法效率的影响!从而进一步提高

de=e算法的效率!促使de=e算法更具竞争性(另外!新算法对更高维的目标函数的求解效率!值得我们

做深入的研究(同时!研究de=e算法在数值计算和工程实践等实际问题的应用!也有待继续探索(
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