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一种改进的 ＡＨＰ判断矩阵一致性调整方法

邓鹏，陈小宇，吴波

（国防科技大学 信息通信学院，湖北 武汉 ４３００３０）

摘　要：针对层次分析法中原始判断矩阵一致性较差的问题，分析现有矩阵一致性调整方法．考虑判断矩阵中导致一致性
较差的误差由来不同，在几何平均一致性调整方法基础上，提出一种基于误差识别的矩阵一致性调整方法．在不同矩阵阶
次和不同偶然误差数量情况下对改进的调整方法进行仿真，仿真结果验证了方法能有效识别专家偶然误差并快速地将判

断矩阵调整至满足一致性比率要求．
关键词：层次分析法（ＡＨＰ）；判断矩阵；一致性调整；误差识别
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针对ＡＨＰ中判断矩阵一致性较差的问题，目前已有很多学者进行了研究，提出了大量的一致性调整
方法．文献［１０］采用几何平均值的方法导出完全一致矩阵，以几何比例调和方式对原判断矩阵进行一致性
调整；文献［１１］以原判断矩阵最大特征向量导出完全一致矩阵，并按修正比例与原矩阵进行Ｈａｄａｍａｒｄ乘
积实现一致性调整；文献［１２］将一致性调整问题转化为优化问题，根据不同的优化目标构造了４个优化
模型，采用搜索算法对优化问题进行求解；文献［１３］采用构造扰动偏差矩阵的方式修正原矩阵一致性．这
些矩阵一致性调整方法都是在保证满足一致性比率的前提下，尽可能多地保留原始数据成分，即保留专家

意愿，有较好的可执行性和可信度．但这些算法未考虑专家评分的偶然性误差与评分标度误差的区别，或
将误差平均化，或追求少量调整而忽略了普遍误差．本文基于现有的研究基础，采用误差识别的改进方法，
区分误差大小的不同对判断矩阵的一致性进行调整，并用随机仿真和实际算例对方法的有效性进行验证．

１　判断矩阵一致性调整典型方法

为方便表示，文中记Ω＝｛１，２，…，ｎ｝．ＡＨＰ通过专家评分的方式来确定试验评估、决策分析等研究中

的指标权重．专家对不同评价指标｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝进行两两比较，记ｘｉ相对于ｘｊ的重要性程度为ａｉｊ，反之

为ａｊｉ，且ａｉｊ＝１／ａｊｉ．通常，ａｉｊ的取值采用Ｓａａｔｙ的１～９比例标度集合，即取值范围为集合｛１，２，…，９｝及其

倒数．所有的重要性程度可构成正互反判断矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，该矩阵满足性质：（１）ａｉｊ＞０；（２）ａｉｊ＝

１／ａｊｉ；（３）ａｉｉ＝１．若判断矩阵Ａ有且仅有一个非零特征根，则Ａ为完全一致矩阵，其非零特征根λ对应的

特征向量进行归一化处理后记为ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ］
Ｔ，此时，ｗ即为评价指标的归一化权重．但在实际应

用中，由于评分标度的非连续性，以及专家评分过程中可能会出现的人为偶然误差等原因，导致判断矩阵

总会存在不一致性．通常以一致性比率ＣＲ来判断矩阵的一致性程度［１４］．一般地，当 ＣＲ＞０．１时，认为矩阵

不满足一致性要求，需要进行调整；当ＣＲ≤０．１时，认为判断矩阵近似完全一致矩阵，其最大特征值对应
的特征向量可认为是较为准确的指标权重．

现有的判断矩阵一致性调整方法主要思路：从原判断矩阵中提取出主要信息，并构造出一个完全一致

矩阵或者是偏差矩阵，再将原判断矩阵往完全一致矩阵方向进行修正，从而降低一致性比率ＣＲ．
以文献［１０］中采用的典型几何平均法为例．对于正互反判断矩阵Ａ中的元素ａｉｊ，若矩阵Ａ为完全一

致矩阵，则式（１）成立：

ａｉｊ＝ａｉｋａｋｊ，　ｉ，ｊ，ｋ∈Ω　且 ｋ≠ｉ，ｊ． （１）
即任一个元素与矩阵中的其他ｎ－２个元素都具有间接相关性．而当 Ａ不具有完全一致性时，式（１）

不再成立，此时，可根据原判断矩阵Ａ构造一个完全一致矩阵Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ．其中，

ｂｉｊ＝
ｎ

∏
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋａ槡 ｋｊ，　ｉ，ｊ∈Ω． （２）

经证明，Ｂ为依赖于Ａ的完全一致矩阵．综合矩阵Ａ和Ｂ，得到修正矩阵Ｐ＝（ｐｉｊ）ｎ×ｎ．

ｐｉｊ＝ａ
１－ｔ
ｉｊ·ｂ

ｔ
ｉｊ，　 ｉ，ｊ∈Ω，ｔ∈［０，１］． （３）

式中：ｔ为调和比例，调整ｔ的取值大小可以改变矩阵Ｐ中Ａ和Ｂ所占的比例成分．当ｔ越大，矩阵Ｂ所占
比例越大，修正矩阵Ｐ的一致性越好，但丢失的原始判断矩阵信息就越多．当 ｔ越小，矩阵 Ａ所占比例越
大，修正矩阵Ｐ的一致性越差，但保留的原始判断矩阵信息越多．

类似地，文献［１１］中也是构造一个完全一致矩阵Ｂ与原始矩阵Ａ按比例组合．构造时取原判断矩阵Ａ
的最大特征根对应的特征向量ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ］

Ｔ，记为Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ．其中，

ｂｉｊ＝
ｗｉ
ｗｊ
，　ｉ，ｊ∈Ω． （４）

此外，也有采用偏差矩阵的方式进行一致性调整，如文献［１３］中，求得原判断矩阵Ａ的最大特征值对
应的特征向量ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ］

Ｔ后，若判断出不满足一致性比率，则令εｉｊ＝ａｉｊ（ｗｊ／ｗｉ），确定ｐ，ｑ使得

εｐｑ＝ｍａｘ｛εｉｊ｝，令Ａ′＝εｉｊ（ｗｉ／ｗｊ），其中，

３０１
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εｉｊ＝

θεｐｑ＋（１－θ），（ｉ，ｊ）＝（ｐ，ｑ）；

１
θεｐｑ＋（１－θ）

，（ｉ，ｊ）＝（ｑ，ｐ）；

εｉｊ， （ｉ，ｊ）≠（ｐ，ｑ），（ｑ，ｐ）．











（５）

θ为特征向量ｗ与判断矩阵Ａ各个列向量的夹角最小值，εｉｊ构成的矩阵称为扰动偏差矩阵．该方法通
过多次迭代计算，最终使得判断矩阵的一致性比率满足要求．

不难看出，典型的判断矩阵一致性调整方法都是在以满足一致性比率为目标的前提下，尽可能地保留

原始专家信息，并使得调整幅度尽可能小．但这些方法很可能导致原始判断矩阵中的小误差被放大，而大
误差被平均的后果，使得最终获得的指标权重偏离真实性．

２　判断矩阵一致性调整方法改进

在实际应用过程中发现，专家评分过程中主要区分２种情况导致判断矩阵的一致性较差．一种情况是
由于评分标度的不连续性，如常采用的１～９标度，取值为集合｛１，２，…，９｝及其倒数．考虑大于１的情况，
专家只能给予整数的重要性程度评分，而要满足一致性要求，即重要性程度的逻辑关系，势必会存在小数．
例如在已给定的部分评分基础上，某个评分必须给予小数评分如５．２分才能满足一致性要求，此时专家只
能给予近似整数为５分，从而导致了判断矩阵的不一致性，这一类误差是普遍存在的，但误差很微小．另外
一种情况是专家评分过程中存在的偶然逻辑错误，例如在已给定的部分评分基础上，某个评分应当给予５
分才满足一致性逻辑，但专家给予了３分或者７分，这一类误差属于人为偶然误差，是一种少量存在但影
响却很大的误差．

针对因评分标度的不连续性引起的误差，可采用现有一致性调整方法进行调整．而针对专家评分的偶
然误差，最有效的方法是找出可能存在偶然误差的评分项，给予较大调整意见并反馈专家进行确认．实践

　图１　区分误差的判断矩阵一致性调整方法原理

证明，通过对偶然误差的大幅调整和微小误差的算法自动

调整可以有效且快速地调整原判断矩阵，使其满足一致性

比率要求．
对于原始正互反判断矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，Ａ满足完全一

致性的充要条件表达为式（１），那么当 ａｉｊ存在偏差时，则
式（１）不再成立，即ａｉｊ与ａｉｋ×ａｋｊ之间存在误差．ａｉｊ的偏差
越大，则ａｉｊ与ａｉｋ×ａｋｊ之间的差就越大．文献［１０］证明了
ａｉｋ×ａｋｊ几何平均值构成的矩阵为依赖于原判断矩阵的完

全一致矩阵，文献［１５］证明了ａ′ｉｊ＝∑
ｎ
ｋ＝１ａｉｋ／∑

ｎ
ｋ＝１ａｊｋ构成

的矩阵同样为依赖于原判断矩阵的完全一致矩阵．因此可
以通过判断矩阵Ａ与这些依赖于Ａ构造的完全一致矩阵
之间的误差来判断ａｉｊ的误差是否属于人为偶然误差．以几
何平均法为例，考虑ａｉｊ＞１的情况，当误差绝对值大于１
时，由于采用的是１～９标度，可认为误差超过了一个重要
性档次，即认定为是人为偶然误差．

因此，本文在现有几何平均一致性调整方法的基础

上，提出了区分误差的判断矩阵一致性调整方法，如图 １
所示．

方法具体步骤如下：

步骤一：根据专家评分构造正互反判断矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，对Ａ进行一致性检验，求解一致性比率：

ＣＲ＝
λｍａｘ－ｎ
（ｎ－１）ＲＩ

． （６）

４０１
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式中：λｍａｘ为Ａ的最大特征值；ＲＩ为ＡＨＰ中的平均随机一致性指标，通常取值如表１所示．
表１　平均随机一致性指标ＲＩ

阶数 ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

ＲＩ ０．５２ ０．８９ １．１２ １．２６ １．３６ １．４１ １．４６

若一致性比率ＣＲ≤０．１，则满足一致性要求，转到步骤六，否则，转下一步．
步骤二：构造误差矩阵Ｅ＝（εｉｊ）ｎ×ｎ，其中，

εｉｊ＝ａｉｊ－
ｎ

∑
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋａ槡 ｋｊ，　ｉ，ｊ∈Ω． （７）

步骤三：区分误差进行处理，先处理较大误差：

ａ′ｉｊ＝
ａｉｊ＋１，　εｉｊ＜－１＆９＞ａｉｊ＞１，

ａｉｊ－１， εｉｊ＞１＆ａｉｊ＞１，{ 　ｉ，ｊ∈Ω． （８）

将上述认为超过一个重要性档次的调整意见反馈给专家确认．
步骤四：根据专家确认结果调整更新矩阵Ａ，若专家认为不宜调整的，按照与误差较小部分相同方式

进行微调：

ａ′ｉｊ＝

ａｉｊ＋０．１，　０＞εｉｊ＞－１＆９＞ａｉｊ＞１，

ａｉｊ－０．１， ０＜εｉｊ＜１＆ａｉｊ＞１，

１／ａｉｊ， ａｉｊ＜１，
{ 　ｉ，ｊ∈Ω． （９）

步骤五：将矩阵Ａ′＝（ａ′ｉｊ）ｎ×ｎ记为矩阵Ａ，并对其进行一致性检验，若一致性比率ＣＲ＞０．１，转到步
骤二，否则执行下一步．

步骤六：求解矩阵Ａ的最大特征根λｍａｘ对应的特征向量，并进行归一化处理后记为 ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，
ｗｎ］

Ｔ，ｗ即为所求评价指标的权重向量．

３　算例分析

首先通过仿真的方式检验算法对误差区分的有效性．随机生成一个７阶归一化权重向量 ｗ＝［０．０９，
０．０７，０．０４，０．２９，０．２２，０．１８，０．１１］Ｔ，根据ｂｉｊ＝ｗｉ／ｗｊ并将取值近似到１～９标度值，构造出近似完全一致矩阵
Ｂ＝（ｂｉｊ）７×７：

Ｂ＝

１ １ ２ １／３ １／２ １／２ １
１ １ ２ １／４ １／３ １／３ １／２
１／２ １／２ １ １／７ １／６ １／５ １／３
３ ４ ７ １ １ ２ ３
２ ３ ６ １ １ １ ２
２ ３ ５ １／２ １ １ ２
１ ２ ３ １／３ １／２ １／２ １

























．

由于是近似到１～９标度值，因此矩阵Ｂ中已经存在微小误差．然后再随机制造几个较大的偶然误差，
修改评分：ｂ６，１＝４，ｂ５，６＝４，ｂ２，１＝７，ｂ４，６＝５，ｂ６，７＝５，及其对应的互反评分值．修改后的矩阵记为Ａ：

Ａ＝

１ １／７ ２ １／３ １／２ １／４ １

７ １ ２ １／４ １／３ １／３ １／２

１／２ １／２ １ １／７ １／６ １／５ １／３
３ ４ ７ １ １ ５ ３

２ ３ ６ １ １ ４ ２

４ ３ ５ １／５ １／４ １ ５

１ ２ ３ １／３ １／２ １／５ １





























．
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计算矩阵Ａ的一致性比率ＣＲ＝０．１７＞０．１，根据本文提出的方法求误差矩阵Ｅ得

Ｅ＝

０ －０．５ ０．４ ０．１ ０．３ －０．１ ０．３
５．５ ０ －０．４ －０．０ －０．０ －０．２ －０．５
－０．１ ０．１ ０ ０．０ ０．０ －０．０ －０．１
２．２ ０．５ １．５ ０ ０．２ ３．２ ０．７
－２．２ ０．２ －０．９ ０．２ ０ ２．５ －０．９
１．１ １．０ ０．３ －０．４ －０．４ ０ ５．０
－０．４ １．０ ０．７ ０．１ ０．２ －０．３ ０

























．

对比误差矩阵Ｅ和矩阵Ａ，可发现误差矩阵中误差值绝对值大于１的部分完全覆盖了所制造的较大
偶然误差，说明识别到了所有的偶然误差．按照本文提出的一致性调整方法进行一次调整后的一致性比率
为ＣＲ＝０．０９＜０．１，满足一致性要求．

同样的，以７阶矩阵为例，进行多次随机仿真．随机生成一个 ７阶归一化权重向量 ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，

ｗｎ］
Ｔ，根据ｂｉｊ＝ｗｉ／ｗｊ并将取值近似到１～９标度值，构造出近似完全一致矩阵Ｂ＝（ｂｉｊ）７×７，然后随机制造

５个绝对值大于１的偶然误差构造矩阵Ａ＝（ａｉｊ）７×７，并要求矩阵Ａ的一致性比率ＣＲ＞０．１．采用本方法对
矩阵Ａ的一致性进行调整，仿真结果如表２所示，其中，误差识别率指构造的随机偶然误差在调整过程中
被误差矩阵识别出来的比率，调整次数指将一致性比率调整到满足要求所循环的步骤次数．

表２　７阶判断矩阵仿真结果

序号 误差识别率／％ 调整前ＲＩ 调整后ＲＩ 调整次数

１ １００ ０．１４ ０．０９ １

２ ９０ ０．１８ ０．０９ ２

３ １００ ０．１１ ０．０８ １

４ １００ ０．１３ ０．０８ １

５ １００ ０．１１ ０．０７ １

６ １００ ０．１７ ０．０７ ２

７ １００ ０．１３ ０．０９ １

８ １００ ０．１４ ０．０９ １

９ １００ ０．１７ ０．０８ １

１０ １００ ０．１３ ０．０９ １

由表２仿真结果可知：在矩阵为７阶，偶然误差为５个时，误差覆盖率基本在９０％以上，即本文提出的
方法可区分出绝大部分大于１的偶然误差．调整次数基本为１次或２次，能快速地将一致性比率降为０．１
以下．

为进一步验证算法的有效性，对不同阶次，不同偶然误差的情况进行了更多次的仿真，同一阶次同一

偶然误差数的仿真次数为１００次，同时以文献［１０］的几何平均法为例，仿真了平均调整次数以及调整后
得到的权值向量与原始权值向量的相似度，其中的相似度以两向量之间夹角的余弦值表示．仿真结果如表
３所示．

表３　不同阶次和不同偶然误差数仿真结果

矩阵阶次 构造的偶然误差数 平均误差识别率／％
平均调整次数

几何平均法 区分误差法

与原始权值向量的相似度

几何平均法 区分误差法

５ ３ ８７．２ ３．１５ １．５０ ０．９７１ ０．９７７

６ ３ ９２．７ ３．２０ １．４５ ０．９６９ ０．９７４

６ ４ ８９．２ ２．９６ １．４１ ０．９６９ ０．９７４

７ ５ ８８．２ ２．９４ １．５７ ０．９６７ ０．９７３

７ ６ ８４．９ ３．０５ １．５８ ０．９６８ ０．９７２

８ ５ ９２．６ ２．８４ １．６０ ０．９７０ ０．９７４

８ ６ ９０．２ ３．３１ １．５５ ０．９６９ ０．９７２
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续表３

矩阵阶次 构造的偶然误差数 平均误差识别率／％
平均调整次数

几何平均法 区分误差法

与原始权值向量的相似度

几何平均法 区分误差法

８ ７ ８８．２ ２．６５ ２．０１ ０．９６８ ０．９７４

９ ５ ９６．５ ３．４６ １．５８ ０．９６４ ０．９６９

９ ６ ９５．１ ３．０９ １．５１ ０．９６９ ０．９７１

９ ７ ９１．２ ２．７０ １．８４ ０．９６６ ０．９７０

１０ ５ ９６．３ ３．１９ １．５３ ０．９６６ ０．９６７

１０ ６ ９５．１ ２．８９ １．７３ ０．９６６ ０．９６８

１０ ７ ９２．１ ２．７９ １．８５ ０．９６３ ０．９６９

从仿真结果可以看出：本文提出的方法对较大偶然误差的识别率基本达到９０％以上，并且平均所需
要的调整循环次数在２次以下，远低于几何平均法．同时，调整后的权值向量与原始向量的相似度得到了
明显提高．证明本文所提出的一致性调整改进方法能有效区分原始判断矩阵中专家的较大偶然误差，并能
快速将矩阵调整到满足一致性要求，并较好地保留专家原始意愿信息．

接下来，以文献［１０］中的评价实例进行算例演示，原始正互反判断矩阵为

Ａ＝

１ ２ ４ ５ ６ ３ ４
１／２ １ ５ ６ ７ ２ ３
１／４ １／５ １ ３ ５ １／６ １／６
１／５ １／６ １／３ １ １ １／７ １／６
１／６ １／７ １／５ １ １ １／６ １／５
１／３ １／２ ６ ７ ６ １ １／３
１／４ １／３ ６ ６ ５ ３ １

























．

根据本文提出的改进一致性调整方法，第一步，求解出矩阵Ａ的一致性比率ＣＲ＝０．１１＞０．１，不符合
一致性要求．

第二步，求解误差矩阵Ｅ：

Ｅ＝

０ ０．８ －１．４ －５．１ －４．９ ０．９ ２．１
－０．３ ０ ０．６ －２．１ －１．７ ０．３ １．５
０．１ ０．０ ０ １．１ ３．０ －０．２ －０．２
０．１ ０．０ ０．２ ０ ０．１ ０．１ ０．０
０．１ ０．０ －０．３ ０．１ ０ ０．０ ０．０
－０．１ －０．１ ３．５ ２．３ ０．９ ０ －０．５
－０．３ －０．４ ３．０ ０．４ －１．０ １．８ ０

























．

第三步，按照式（８）将误差矩阵中误差绝对值大于１的误差对应的判断矩阵中的值进行调整，并请专
家进行确认．

第四步，将专家确认后剩余的值按照式（９）进行调整，此处假设专家对第三步的调整均进行确认．调整
后得到矩阵Ａ′：

Ａ′＝

１ １．９ ５ ６ ７ ２．９ ３
０．５ １ ４．９ ７ ８ １．９ ２
０．２ ０．２ １ ２ ４ ０．２ ０．２
０．２ ０．１ ０．５ １ １ ０．２ ０．２
０．１ ０．１ ０．３ １ １ ０．２ ０．２
０．３ ０．５ ５ ６ ５．９ １ ０．５
０．３ ０．５ ５ ５．９ ６ ２ １

























．

第五步，将矩阵Ａ′记为矩阵Ａ，并求一致性比率得ＣＲ＝０．０５＜０．１，满足一致性要求．

７０１
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第六步，求矩阵Ａ最大特征根λｍａｘ对应的特征向量，并进行归一化处理得ｗ＝［０．３２，０．２４，０．０５，０．０３，

０．０３，０．１５，０．１８］Ｔ，即为评价指标的权重值．
本实例演示过程中，所构造的偶然误差被１００％识别出来了，并且仅经过一次调整即满足了一致性比

率要求．

４　结论

１）区分专家评分中由评分标度非连续性导致的微小误差和专家人为原因导致的较大偶然误差对于
ＡＨＰ判断矩阵一致性调整是有效的，论文据此提出的区分误差的 ＡＨＰ判断矩阵一致性调整方法仿真结
果表明，有效识别专家人为较大误差并区分误差进行判断矩阵调整可显著降低调整次数，同时较好地保留

专家原始信息．
２）论文的改进方法针对矩阵维度较低，且假设专家对调整意见总能一次性同意的情形是非常有效的．

但对于矩阵维度较高，或专家表达出不同调整意见，可能会导致此方法的调整次数增加．故针对实际使用
情形，需要更进一步的研究和验证．
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