
第 ３９ 卷 第 ４ 期
２０２４ 年　 １２ 月

湖南科技大学学报(自然科学版)
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)

Ｖｏｌ.３９ Ｎｏ.４
Ｄｅｃ. ２０２４

李小波ꎬ汪翔ꎬ吴浩.基于 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换与Ｗｉｅｎｅｒ 过程的产品剩余寿命预测方法[Ｊ].湖南科技大学学报(自然科学版)ꎬ２０２４ꎬ
３９(４):８７－９７.ｄｏｉ:１０.１３５８２ / ｊ.ｃｎｋｉ.１６７２－９１０２.２０２４.０４.０１１
ＬＩ Ｘ Ｂꎬ ＷＡＮＧ Ｘꎬ ＷＵ Ｈ. Ｐｒｏｄｕｃｔ Ｒｅｓｉｄｕａｌ Ｌｉｆｅ Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｗｉｅｎｅｒ Ｐｒｏｃｅｓｓ[ Ｊ].
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ (Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)ꎬ２０２４ꎬ３９(４):８７－９７.ｄｏｉ:１０.１３５８２ / ｊ.ｃｎｋｉ.１６７２－
９１０２.２０２４.０４.０１１

基于 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换与 Ｗｉｅｎｅｒ 过程的
产品剩余寿命预测方法

李小波１∗ꎬ汪翔２ꎬ吴浩２

(１.上海工程技术大学 城市轨道交通学院ꎬ上海 ２０１６２０ꎻ２.上海地铁电子科技有限公司ꎬ上海 ２００２３３)

摘　 要:剩余寿命是产品故障预测和健康管理的关键因素之一.针对目前剩余寿命预测研究未综合考虑产品退化进程存在

的非线性、随机性和个体差异性等问题ꎬ提出 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换与 Ｗｉｅｎｅｒ 过程相结合的产品剩余寿命预测方法.首先ꎬ引入

Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ变换技术对非线性退化数据进行线性化处理ꎬ在考虑个体产品退化进程存在差异性的基础上ꎬ构建产品退化量与

时间的随机过程模型ꎻ其次ꎬ根据同类型产品的退化监测数据ꎬ利用期望最大化(ＥＭ)算法估计模型参数ꎬ基于目标产品的

退化数据ꎬ利用贝叶斯滤波技术在线更新模型参数ꎬ进而更新产品的剩余寿命分布ꎻ最后ꎬ以 ＮＡＳＡ 电容数据集验证模型的

准确性.结果表明:所提方法对产品剩余寿命的预测精度较现有模型有显著提高.
关键词:剩余寿命预测ꎻＢｏｘ￣Ｃｏｘ 变换ꎻＥＭ 算法ꎻ贝叶斯滤波
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产品的主要质量特性通常会随着使用时间的延长而下降ꎬ包括锂电池、航空发动机和轴承等[１－３] ꎬ
当产品性能的下降超过一定程度时ꎬ产品就会失效.如果能够对产品关键特征的退化过程进行建模ꎬ就
有可能预测产品的失效ꎬ避免损失.因此ꎬ基于产品退化信息的剩余寿命预测在健康管理中发挥着重要

的作用.
目前ꎬ针对产品性能退化的建模主要分为机理模型的方法和数据驱动的方法[４] .基于机理模型的方法

主要从产品内部的老化机理建立物理模型ꎬ在充分掌握产品失效机理的基础上ꎬ通过深入分析产品的失效

机理建立性能退化模型.由于很多产品受外部环境的影响ꎬ其失效机理很难被掌握ꎬ因此ꎬ这种方法的适用

范围较小.数据驱动的方法分为智能学习算法和统计回归模型ꎬ智能学习算法包括传统的机器学习模型[５]

和主流的深度学习网络[６]ꎬ这些算法的性能在很大程度上依赖于数据量ꎬ而实际情况中产品的退化数据

往往不足.基于统计回归模型的方法利用数学模型来确定退化过程ꎬ进而给出精确的计算公式.常见的统

计回归模型包括随机过程模型和马尔可夫链模型[７]ꎬ这类方法结合滤波技术利用新的数据更新模型[８] .基
于统计回归模型的方法不依赖数据量却具有较强的预测精度ꎬ已被广泛应用于产品退化建模[４] .

Ｗｉｅｎｅｒ 过程模型、Ｇａｍｍａ 过程模型和逆高斯过程模型是退化建模常用的 ３ 种随机过程模型[９] .
Ｇａｍｍａ 过程模型和逆高斯过程模型适用于单调的退化过程ꎬ包括裂纹扩展[１０]和车轮磨损[１１]等ꎬ而 Ｗｉｅｎｅｒ
过程模型适用于非单调的降解过程ꎬ包括陀螺仪精度漂移[１２] 和锂电池容量衰减[６] 等.作为一种随机过程

退化模型ꎬＷｉｅｎｅｒ 过程模型的简单性和良好的适用性使其成为产品退化建模的方法之一[１３] .
目前ꎬ已有一些研究利用线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程模型对产品的退化过程建模[１４－１６]ꎬ但产品的退化过程往往

具有非线性特征ꎬ线性模型并不适用于对非线性退化特征的产品建模.对于非线性随机退化过程产品剩余

寿命的研究ꎬ基本上都假设存在某些转换技术ꎬ包括对数变换[１７] 和时间尺度变换[１８] 等ꎬ将非线性特征的

数据转换为近似线性的数据ꎬ再利用线性随机过程进行建模.对数变换和时间尺度变换的适用目标比较单

一ꎬ变换函数的形式较为有限ꎬ限制了其在实际工程中的应用[１９] .另外ꎬ基于非线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程模型的产

品退化量首次达到失效阈值的剩余寿命分布并没有精确的解析解[２０] .考虑到线性模型的优点ꎬ本文提出

Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换(ＢＣＴ)技术与 Ｗｉｅｎｅｒ 过程模型相结合的退化产品剩余寿命预测方法.相比于对数变换和时

间尺度变换等变换技术ꎬＢｏｘ￣Ｃｏｘ 变换技术的优点在于可以使变换后的回归模型满足线性、齐方差性、独
立性及正态性ꎬ同时 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换后的函数形式更具有一般性[１９] .本文同时考虑产品个体的差异性和退化

的随机性ꎬ利用 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换技术构建线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程模型ꎬ通过期望最大化(ＥＭ)算法估计模型参数ꎬ
并结合贝叶斯定理在线更新模型.最后ꎬ通过 ＮＡＳＡ 电容数据集验证所提方法的有效性.

１　 方法介绍

１.１　 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换技术

Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换是一种参数化的变换技术ꎬ可以有效提高观测的可加性、正态性及同方差性[２１] .其一般

形式为

ｘ(ｖ) ＝
ｘｖ － １

ｖ
ꎬｖ ≠ ０ꎻ

ｌｎ ｘꎬｖ ＝ ０.

ì

î

í

ïï

ïï

(１)

式中:ｘ 为退化量ꎻｖ 为变换参数.
不失一般性ꎬ假设产品的退化指标可由式(２)的线性模型表示:
ｘｒ(ｖ) ＝ β０ ＋ β１ｃｒ１ ＋ β２ｃｒ２ ＋  ＋ βｍｃｒｍ ＋ εｒꎻ

εｒ ＝ Ｎ(０ꎬφ２)ꎬ　 ｒ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ.{ (２)

８８
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式中:ｘｒ(ｖ)为变换后产品的第 ｒ 个退化量ꎬ１<ｒ<ｎꎻｍ 为自变量的个数ꎻｃｒ１ꎬｃｒ２ꎬꎬｃｒｍ为自变量ꎻβ０ꎬβ１ꎬꎬβｍ

为回归系数ꎻεｒ 为随机误差ꎬ服从期望为 ０、方差为 φ２ 的正态分布.为了方便表达ꎬ令 Ｃｒ ＝ (１ꎬ ｃｒ１ꎬꎬｃｒｍ)ꎬ
Ｃ＝[Ｃ１ꎬＣ２ꎬꎬＣｎ] Ｔꎬβ ＝[β０ꎬβ１ꎬꎬβｍ] Ｔ .

Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换的主要目的是对变换参数 ｖ 进行推理.本文采用极大似然法求解最优变换参数 ｖ.根据线

性模型的性质ꎬｘ(ｖ)的概率密度函数可表示为

ｆ ｘ(ｖ)[ ] ＝
ｅｘｐ － １

２φ２ ｘ(ｖ) － Ｃβ[ ] Ｔ ｘ(ｖ) － Ｃβ[ ]{ }
(２πφ２) ｎ / ２ . (３)

利用极大似然估计法建立对数似然函数:

Ｌ ＝ － ｎ
２
ｌｎ ２π( ) － ｎ

２
ｌｎ φ２ － ｘ(ｖ) － Ｃβ[ ] Ｔ ｘ(ｖ) － Ｃβ[ ]

２φ２
＋ (ｖ － １)∑ ｎ

ｒ ＝ １
ｌｎ ｘｒ . (４)

分别对 β 和 φ２ 求偏导ꎬ并令其导数为 ０ꎬ得到:
β^(ｖ) ＝ ＣＴＣ( ) －１ＣＴｘ(ｖ)ꎻ

φ^２(ｖ) ＝ [ｘ(ｖ) － Ｃβ] Ｔ[ｘ(ｖ) － Ｃβ]
ｎ

.

ì

î

í

ïï

ïï

(５)

进一步推导可得

Ｌ(ｖ) ＝ ｎ
２

－ ｌｎ(２π) ＋ １[ ] － ｎ
２
ｌｇ φ^２(ｖ)[ ] ＋ (ｖ － １)∑

ｎ

ｒ ＝ １
ｌｇ ｘｒ . (６)

再次利用极大化对数似然函数求解变换参数 ｖ.
１.２　 线性度与相关性分析

为了评价 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 的变换性能ꎬ参考杨保奎等[１９]提出的方法ꎬ采用线性度和 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数分别描

述变换性能.线性度表示数据拟合直线的程度ꎬ线性度越小ꎬ则线性拟合的效果越好.对于退化数据ꎬ可用

线性模型拟合:
Ｆ ＝ Ｋｔ ＋ ｅ. (７)

式中:Ｆ 为线性回归拟合函数ꎻＫ 和 ｅ 为拟合函数系数ꎻｔ 为时间.
数据的线性度可表示为

δ ＝
｜ (ｘ － Ｆ) ｜ ｍａｘ

ｘｍａｘ － ｘｍｉｎ

× １００％. (８)

Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数在统计学中用来描述 ２ 个变量之间的相互关系和密切程度.本文采用 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关

系数描述原始数据和 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换后数据的线性相关性ꎬ对于产品的退化量 ｘ 与时间 ｔ 的相关系数为

ｒｘꎬｔ ＝
∑ ｎ

ｉ ＝ １
(ｘｉ － ｘ)( ｔｉ － ｔ)

ｎ Ｖａｒ(ｘ)Ｖａｒ( ｔ)
. (９)

式中:ｒｘꎬｔ为 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数ꎬ表征产品退化量和时间的相关程度ꎻＶａｒ()为方差.ｒｘꎬｔ的取值与相关程度的

关系如表 １ 所示.
表 １　 ｒｘꎬｔ的取值与相关程度的关系

相关系数的取值 ０~０.１９ ０.２０~０.３９ ０.４０~０.５９ ０.６０~０.７９ ０.８０~１.００

相关程度 极弱相关 弱相关 中等相关 强相关 极强相关

２　 Ｗｉｅｎｅｒ 过程建模

２.１　 模型描述

线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程适用于对非单调退化数据建模ꎬ其在数学上表示为

Ｘ( ｔ) ＝ Ｘ０ ＋ λｔ ＋ σＢ( ｔ) . (１０)
式中:λ 为模型的漂移参数ꎬ表征产品的退化率ꎻσ 为扩散参数ꎬ表征产品的共性特征ꎻＢ( ｔ)为标准的布朗
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运动ꎬ表征产品退化的时变不确定性ꎻＸ０ 为产品初始退化量.
线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程是一个具有平稳独立高斯增量的过程ꎬΔＸ( ｔ)＝ Ｘ( ｔ＋Δｔ) －Ｘ( ｔ)服从正态分布ꎬ即

ΔＸ( ｔ) ~Ｎ(λΔｔꎬ σ２Δｔ).在实际工程中ꎬ即使是同一型号、同一批次的产品ꎬ其退化轨迹受工艺和运行环境

等因素的影响也不完全相同ꎻ其次ꎬ产品在退化的过程中存在干扰和随机性.为了进一步描述产品个体差

异性和退化过程的随机性ꎬ随机化模型的漂移参数和扩散参数可表示为

σ －２ ＝ ｗ ~ Ｇａ(ａꎬｂ)ꎬλ ｜ ｗ ~ Ｎ(ｃꎬｄ ｜ ｗ) . (１１)
式中:Ｇａ()为伽马分布ꎻＮ()为正态分布ꎻａꎬ ｂꎬ ｃꎬ ｄ 为超参数ꎻｗ＝ １ / σ２ .

当产品的退化数据不符合线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程时ꎬ先利用 ＢＣＴ 变换技术将退化数据线性化ꎬ再利用线性

Ｗｉｅｎｅｒ 过程对产品的退化过程建模.
２.２　 剩余寿命分布

为了预测产品的剩余寿命ꎬ需要利用产品的已知总体数据建立模型ꎬ并推导其剩余寿命分布 .更
新目标产品的退化数据时ꎬ结合贝叶斯定理更新模型的相关参数ꎬ实现在线更新目标产品的剩余寿

命 .当已知产品的失效阈值为 Ｄꎬ根据 Ｗｉｅｎｅｒ 过程的性质ꎬ文献[ ２１]推导出产品寿命的概率密度函

数( ＰＤＦ)为

ｆ( ｔ) ＝
ＤｂａΓ ａ ＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２πｔ３(ｄｔ ＋ １) Γ(ａ) ｂ ＋ (Ｄ － ｃｔ) ２

２ ｄｔ２ ＋ ｔ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ａ＋ １
２

. (１２)

假设在获得某个产品在测量时刻{ ｔ０ꎬｔ１ꎬｔ２ꎬｔ３ꎬꎬｔｈ}的退化数据 Ｘ ＝ {ｘ０ꎬｘ１ꎬꎬｘｈ}后ꎬ定义产品在未

来 ｔｈ＋ｔ 时刻的退化量为

ｘ( ｔｈ ＋ ｔ) ＝ λ( ｔｈ ＋ ｔ) ＋ σＢ( ｔｈ ＋ ｔ) . (１３)
当产品的退化量首次达到失效阈值时ꎬ其剩余寿命 ｌｈ 可定义为

ｌｈ ＝ ｉｎｆ{[ ｌｈꎬｘ( ｔｈ ＋ ｌｈ) ≥ Ｄ]} . (１４)
根据式(１２)和式(１４)可推导产品剩余寿命的概率密度函数:

ｆ ｌｈ( ) ＝
Ｄ － ｘｈ( ) ｂａΓ ａ ＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２πｌ３ｈ ｄｌｈ ＋ １( ) Γ(ａ) ｂ ＋
Ｄ － ｘｈ － ｃｌｈ( ) ２

２ ｄｌ２ｈ ＋ ｌｈ( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ａ＋ １
２

. (１５)

２.３　 剩余寿命的实时更新

考虑到退化模型参数随机性的影响ꎬ在更新目标产品的退化数据后ꎬ利用贝叶斯公式更新模型参数ꎬ
进而更新目标产品的剩余寿命.当获得某一产品的现场退化数据 Ｘ＝{ｘ０ꎬｘ１ꎬｘ２ꎬꎬｘｈ}后ꎬ超参数的后验估

计可由贝叶斯公式推导:

π(λꎬｗ ｜ Ｘ) ＝ Ｌ(Ｘ ｜ λꎬｗ)π(λꎬｗ)

∫＋∞

０
∫＋∞

－∞
Ｌ(Ｘ ｜ λꎬｗ)π(λꎬｗ)ｄλｄｗ

. (１６)

式中:Ｌ(Ｘ ｜λꎬｗ)为极大似然函数ꎻπ(λꎬｗ)为 λꎬｗ 的联合先验概率密度函数ꎻπ(λꎬｗ ｜ Ｘ)为给定产品历史

退化数据的联合后验概率密度函数.其中ꎬ联合先验概率密度函数 π(λꎬｗ)和极大似然函数 Ｌ(Ｘ ｜ λꎬｗ)分
别表示为

π(λꎬｗ) ＝ ｂａｗａ－０.５

Γ(ａ) ２πｄ
ｅｘｐ

－ ｗ(λ － ｃ) ２

２ｄ
－ ｂｗé

ë
êê

ù

û
úú ꎻ (１７)

Ｌ(Ｘ ｜ λꎬｗ) ＝ ∏
ｈ

ｚ ＝ １

ｗ１ / ２

２πΔｔｚ
ｅｘｐ

－ ｗ ΔＸｚ － λΔｔｚ( ) ２

２Δｔｚ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú . (１８)

式中:Δｔｚ ＝ ｔｚ－ｔｚ－１ꎻΔＸｚ ＝ Ｘｚ－ Ｘｚ－１ .
利用贝叶斯公式可推导出:

０９



第 ４ 期 李小波ꎬ等:基于 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换与 Ｗｉｅｎｅｒ 过程的产品剩余寿命预测方法

π(λꎬｗ ｜ Ｘ) ∝ Ｌ(Ｘ ｜ λꎬｗ)π(λꎬｗ) ∝

ｅｘｐ － ｗ
２ λ２ ｔｈ － ２λｘｈ ＋ ∑

ｈ

ｚ ＝ １

ΔＸ２
ｚ

Δｔｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｗ

(ｈ＋１) / ２＋ａ－１ｅｘｐ － ｗ
２

(λ － ｃ) ２

ｄ
é

ë
êê

ù

û
úú － ｂｗ{ } . (１９)

根据贝叶斯定理可知:随机参数的共轭先验分布与其后验分布具有相同形式的分布函数ꎬ区别只是超

参数值的变化.因此ꎬ可推导出超参数的后验估计值为

ａ∗ ＝ ｈ
２

＋ ａꎻ

ｂ∗ ＝ ｂ ＋ ｃ２

２ｄ
－

ｘｈｄ ＋ ｃ( ) ２

２ ｔｈｄ２ ＋ ｄ( )
＋ ∑

ｈ

ｚ ＝ １

ΔＸ２
ｚ

２Δｔｚ
ꎻ

ｃ∗ ＝
ｘｈｄ ＋ ｃ
ｔｈｄ ＋ １

ꎻ

ｄ∗ ＝ ｄ
ｔｈｄ ＋ １

.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(２０)

根据超参数的后验估计值可推导模型漂移参数和扩散参数的后验分布ꎬ进而可推导目标产品剩余寿

命的概率密度函数ꎬ实现产品剩余寿命的更新.
２.４　 模型参数估计

在给定模型的超参数 ａꎬ ｂꎬ ｃꎬ ｄ 后ꎬ即可实时更新预测的剩余寿命分布ꎬ本文根据同类型的一批产品

的退化数据ꎬ采用 ＥＭ 算法求解这些超参数的估计值.利用已知的产品退化数据ꎬ当给定第 ｉ 个样本对应的

λ ｉ 和 ｗ ｉ 时ꎬ则第 ｉ 个样本第 ｊ 次测量的退化增量可表示为

Δｘｉꎬｊ ＝ ｘｉꎬｊ － ｘｉꎬｊ －１ ~ Ｎ(λ ｉΔｔｉꎬｊꎬ
Δｔｉꎬｊ
ｗ ｉ

) . (２１)

根据 Ｗｉｅｎｅｒ 过程的性质ꎬ退化增量 Δｘｉꎬｊ的条件概率密度函数为

ｆ(Δ ｘｉꎬｊ ｜ λ ｉꎬｗ ｉ) ＝
ｗ０.５

ｉ ｅｘｐ
－ ｗ ｉ(Δ ｘｉꎬｊ － λ ｉΔ ｔｉꎬｊ) ２

２Δ ｔｉꎬｊ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２πΔ ｔｉꎬｊ
. (２２)

对 Ｎ 个产品 Ｍ 次测量得到退化数据ꎬ构造其似然函数为

Ｌ λ ｉꎬｗ ｉꎬａꎬｂꎬｃꎬｄ( ) ＝ ∏
Ｎ

ｉ ＝ １
∏
Ｍ

ｊ ＝ １

ｗ０.５
ｉ

２πΔｔｉꎬｊ
ｅｘｐ

－ ｗ ｉ Δｘｉꎬｊ － λ ｉΔｔｉꎬｊ( ) ２

２Δｔｉꎬｊ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∏
Ｎ

ｉ ＝ １

ｗ０.５
ｉ

２πｄ
ｅｘｐ

－ ｗ ｉ λ ｉ － ｃ( ) ２

２ｄ
－ ｂｗ ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｂａ

Γ(ａ)
ｗａ－１

ｉ . (２３)

式中:ｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬＮꎻｊ＝ １ꎬ２ꎬꎬＭꎻＮ 为产品总数ꎻＭ 为产品的测量次数.
利用极大似然估计法求参数的估计值:

ψ( ａ^) － ｌｎ ａ^ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｗ ｉ ＋ ｌｎ Ｎ － ｌｎ ∑Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉꎻ

ｂ^ ＝ Ｎａ^ /∑Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉꎻ

ｃ^ ＝ ∑Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉλ ｉ /∑Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉꎻ

ｄ^ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
(ｗ ｉλ２

ｉ － ２ｃ^ｗ ｉλ ｉ ＋ ｃ^２ｗ ｉ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(２４)

式中:参数 λ ｉ 和 ｗ ｉ 为隐含参数ꎬ无法直接给出ꎬ本文利用 ＥＭ 算法求解.
ＥＭ 算法是一种由 Ｅ 步和 Ｍ 步组成的迭代递归算法ꎬ在 Ｅ 步中求出包含隐含数据项 ｗ ｉꎬ ｌｎ ｗ ｉꎬ ｗ ｉλ ｉꎬ

ｗ ｉλ２
ｉ 的期望ꎬ各项的期望值由其统计特性推导得出.
Ｅ 步:当已知假定第 ｋ 次迭代后的参数{ａｋꎬｂｋꎬｃｋꎬｄｋ}的估计值ꎬ则在第 ｋ＋１ 次迭代后的参数的期望
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值为

Ｅ ｗ ｉ( ) ＝ ａ^ｋ ＋ Ｍ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ / ｂ^ｋ ＋

ｃ^２ｋ
２ｄ^ｋ

－
ｄ^ｋ∑

Ｍ

ｊ ＝ １
Δｘｉꎬｊ ＋ ｃ^ｋ( )

２

２ ｄ^２
ｋ∑

Ｍ

ｊ ＝ １
Δｔｉꎬｊ ＋ ｄ^ｋ( )

＋ ∑
Ｍ

ｊ ＝ １

Δｘ２
ｉꎬｊ

２Δｔｉꎬｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎻ (２５)

Ｅ ｌｎ ｗ ｉ( ) ＝ ψ ａ^ｋ ＋ Ｍ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｌｎ ｂ^ｋ ＋

ｃ^２ｋ
２ｄ^ｋ

－
ｄ^ｋ∑

Ｍ

ｊ ＝ １
Δｘｉꎬｊ ＋ ｃ^ｋ( )

２

２ ｄ^２
ｋ∑

Ｍ

ｊ ＝ １
Δｔｉꎬｊ ＋ ｄ^ｋ( )

＋ ∑
Ｍ

ｊ ＝ １

Δｘ２
ｉꎬｊ

２Δｔｉꎬｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ꎻ (２６)

Ｅ ｗ ｉλ ｉ( ) ＝ Ｅ ｗ ｉ( )

ｄ^ｋ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
Δｘｉꎬｊ ＋ ｃ^ｋ

ｄ^ｋ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
Δｔｉꎬｊ ＋ １

ꎻ (２７)

Ｅ ｗ ｉλ２
ｉ( ) ＝ Ｅ ｗ ｉ( )

ｄ^ｋ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
Δｘｉꎬｊ ＋ ｃ^ｋ

ｄ^ｋ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
Δｔｉꎬｊ ＋ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

２

＋
ｄ^ｋ

ｄ^ｋ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
Δｔｉꎬｊ ＋ １

. (２８)

Ｍ 步:将 ｗ ｉꎬｌｎ ｗ ｉꎬｗ ｉλ ｉꎬｗ ｉλ ｉ
２ 的期望值代入式(２５)ꎬ利用极大似然函数法求解经过 ｋ＋１ 次迭代的超

参数估计值.

ψ ａ^ｋ＋１( ) － ｌｎ ａ^ｋ＋１ ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｌｎ ｗ ｉ( )

Ｎ
－ ｌｎ

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｗ ｉ( )

Ｎ
ꎻ

ｂ^ｋ＋１ ＝
Ｎａ^ｋ＋１

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｗ ｉ( )

ꎻ

ｃ^ｋ＋１ ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｗ ｉλ ｉ( )

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｗ ｉ( )

ꎻ

ｄ^ｋ＋１ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｗ ｉλ２

ｉ( ) － ２ｃ^ｋ＋１Ｅ ｗ ｉλ ｉ( ) ＋ ｃ^２ｋ＋１Ｅ ｗ ｉ( )[ ] .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(２９)

在上述 Ｍ 步的计算过程中ꎬ可求得迭代第 ｋ 次的参数与第 ｋ－１ 次参数的关系ꎬ当迭代参数之间的相

对误差之和 ε 都小于指定值ꎬ则判定参数收敛ꎬ迭代终止.终止准则为

ε ＝ ｜ ａ^ － ａ ｜
ａ

＋ ｜ ｂ^ － ｂ ｜
ｂ

＋ ｜ ｃ^ － ｃ ｜
ｃ

＋ ｜ ｄ^ － ｄ ｜
ｄ

. (３０)

３　 剩余寿命预测流程

基于产品退化数据的剩余寿命预测流程如图 １ 所示.剩余寿命预测包括退化数据建模、模型参数估

计、模型参数更新和计算剩余寿命分布ꎬ其具体流程如下:
步骤一:基于同类产品的退化数据ꎬ利用 ＢＣＴ 变换技术求解最佳参数ꎻ
步骤二:基于变换后的退化数据ꎬ采用线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程建立模型ꎬ考虑个体差异性和退化时变不确定

性ꎬ将模型参数随机化ꎻ
步骤三:利用 ＥＭ 算法求解模型参数ꎬ将模型参数作为先验信息ꎬ并以此作为贝叶斯滤波技术的初始

参数ꎬ更新目标产品的退化数据后更新模型ꎻ
步骤四:计算目标产品的剩余寿命分布和期望ꎬ对比实际剩余寿命.
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图 １　 基于产品退化数据的剩余寿命预测流程

４　 实例

４.１　 电容加速退化数据

采用 ＮＡＳＡ 电容数据集验证本文所提模型的有效性ꎬ电容加速退化数据如图 ２ 所示.采用 ６ 个容值为

２ ２００ μＦ 的电解电容作为试验对象ꎬ将 ６ 个电容置于相同的工作环境中进行加速老化试验ꎬ测量不同工作

时长下的电容值变化ꎬ将电容容值作为退化特征ꎬ得到 ６ 组电容的退化数据如图 ２ａ 所示.从电容的退化轨

迹可以看出:容值以不同的退化速率衰减ꎬ说明同型号的不同电容的退化过程存在差异.由于试验数据测

量的时间间隔长ꎬ总体数据量少ꎬ难以应用于实际工程ꎬ因此ꎬ本文利用 ３ 次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值法对实际的老化

数据插值拟合.试验中每个电容的观测值为 １０ 个ꎬ将数据插值至 １９４ 个ꎬ相邻观测点的间隔时间为 １ ｈꎬ插
值后的数据如图 ２ｂ 所示.

图 ２　 电容加速退化数据

４.２　 退化数据线性化

由于电容运行环境的复杂性ꎬ电容容值呈现非线性退化的趋势ꎬ并不符合线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程ꎬ因此ꎬ需
要利用 ＢＣＴ 变换技术先将电容的退化数据线性化.１＃电容退化数据变换结果如图 ３ 所示.图 ３ａ 是 １＃电容

利用 ＢＣＴ 变换技术建立的似然函数与变换参数的曲线ꎬ由图 ３ａ 可知:当似然函数取最大数值时ꎬ变换参

数取得最佳值ꎻ图 ３ｂ 是 １＃电容经过 ＢＣＴ 变换后的退化轨迹ꎬ由图 ３ｂ 可知:１＃电容变换后的退化轨迹更接

近线性.
为了更直观地评估变换性能ꎬ本文引入线性度、Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数和均方误差(ＭＳＥ)共同量化总体电

容的退化数据经过 ＢＣＴ 变换后的准确性ꎬ结果如表 ２ 所示.
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图 ３　 １＃电容退化数据变换结果

表 ２　 电容退化数据得到的变换评价结果

组别 ＢＣＴ 变换系数 变换前线性度 / ％ 变换后线性度 / ％ 变换前相关系数 / ％ 变换后相关系数 / ％ 变换后的均方误差

１＃电容 ０.３１ ２０.６８ １１.８９ ９２.２９ ９９.２１ ０.０４４ ６

２＃电容 ０.２９ ２０.２３ １２.８５ ９２.５６ ９９.０８ ０.０４４ ６

３＃电容 ０.３１ １９.６９ １２.５８ ９２.９７ ９９.２ ０.０４２ ５

４＃电容 ０.２９ ２２.１６ １３.５１ ９１.６５ ９８.８１ ０.０６１ ３

６＃电容 ０.３３ ２５.８５ １３.７７ ９１.０６ ９８.９８ ０.０７６ ５

由表 ２ 可知:５ 组电容的加速退化数据经过 ＢＣＴ 变换后线性度分别提高 ８.７９ꎬ ７.３８ꎬ ７.１１ꎬ ８.６５ꎬ
１２.０８个百分点ꎬ相关性分别提高 ６.９２ꎬ ６.５２ꎬ ６.２３ꎬ ７.１６ꎬ ７.９２ 个百分点.线性度和相关程度经过 ＢＣＴ 变换

得到提升ꎬ表明 ＢＣＴ 变换对电容退化数据具有很好的变换效果.为了进一步评价 ＢＣＴ 变换的性能ꎬ本文引

入均方误差量化变换的准确性ꎬ其公式为

ＭＳＥ ＝ １
ｈ∑

ｈ

ｚ ＝ １
[ｘｚ(ｖ) － Ｆｚ] . (３１)

式中:ｘｚ(ｖ)为经过变换后的数据ꎻＦｚ 为线性模型拟合后的数据.
经过变换后的电容退化数据和本文提出模型的均方误差分别为 ０.０４４ ６ꎬ０.０４４ ６ꎬ０.０４２ ５ꎬ０.０６１ ３ꎬ

０.０７６ ５ꎬ进一步表明本文模型的准确性较高ꎬ且具有可行性.由表 ２ 可知:５ 组电容退化数据的 ＢＣＴ 变换系

数接近 ０.３ꎬ为了使总体电容退化数据经过 ＢＣＴ 变换后仍具有相同的失效阈值ꎬ取 ５ 组电容变换系数的均

值 ０.３１ 作为总体电容的最佳变换系数.为了检验 ＢＣＴ 变换后的电容容值是否符合线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程ꎬ需要

检验电容容值的增量.以 １＃电容为例ꎬ１＃电容容值增量的正态性检验结果如图 ４ 所示.由图 ４ 可知:经过

ＢＣＴ 变换后ꎬ电容容值的增量与变换之前相比更加接近线性ꎬ且容值增量的分位数与理论正态分布的分

位数非常接近ꎬ说明经过 ＢＣＴ 变换后的电容退化数据更加符合线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程.

图 ４　 １＃电容容值增量的正态性检验
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因此ꎬ基于 ＢＣＴ 变换的退化数据可建立线性模型:
ＸＢＣＴ ＝ ＸＣ ＋ λｔ ＋ σＢ( ｔ) . (３２)

式中:ＸＢＣＴ为电容容值经过 ＢＣＴ 变换后的退化数据ꎻＸＣ 为电容容值经 ＢＣＴ 变换后的初始退化量.
４.３　 参数估计

通过 ＢＣＴ 技术ꎬ将其中 ５ 组电容的退化轨迹线性化ꎬ然后利用线性 Ｗｉｅｎｅｒ 过程对变换后的电容退化数

据建模ꎬ利用 ＥＭ 算法对模型的超参数进行估计.选用 １＃ ~４＃ꎬ ６＃电容的测量数据建立模型ꎬ５＃电容的数据用

来验证ꎬ终止迭代阈值设为 １×１０－４ .通过 ＥＭ 算法设置模型超参数的不同初始值ꎬ经迭代判断参数是否收敛ꎬ
进而验证算法的有效性.图 ５ 为模型超参数初值均为 ０.０１ꎬ ０.１０ 时模型参数的估计结果.由图 ５ 可知:经过 １５０
次迭代后模型的超参数收敛ꎬ其他赋值情况的结论与此相同ꎬ不再赘述.这意味着在随机模型参数赋予不同初

始值的情况下ꎬＥＭ 算法的估计结果相同ꎬ说明 ＥＭ 算法的估计效果不依赖于初始参数的选择ꎬ且具有很好的

估计效果.最终得到超参数的估计值 ａ^ ＝ ６.７０６ ２ꎬｂ^ ＝ ０.０３１ ５ꎬｃ^ ＝ ０.０４２ ７ꎬｄ^ ＝ ５.５４８ ８ × １０－６ .

图 ５　 基于 ＥＭ 算法的模型参数估计结果

４.４　 剩余寿命预测

将 ５＃电容的退化数据用来验证ꎬ当获取 ５＃电容的容值时ꎬ利用贝叶斯滤波技术对超参数 ａ∗ꎬ ｂ∗ꎬ ｃ∗ꎬ
ｄ∗进行实时更新ꎬ以实现个体剩余寿命的实时预测.５＃电容的剩余寿命预测结果如图 ６ 所示.在初始时刻ꎬ
由于测量数据较少ꎬ其剩余寿命的区间估计较大ꎬ随着测量数据的增加ꎬ其剩余寿命的区间估计减小ꎬ 寿

命预测的不确定性减小.为了进一步证明本文方法的优越性ꎬ以 ＧＡＯ 等[２２] 提出的方法进行对比研究ꎬ由
于该方法未考虑产品的非线性退化特征ꎬ所以预测结果与实际值存在较大误差.将本文提出的方法记为

Ｍ０ꎬＧＡＯ 等[２２]提出的方法记为 Ｍ１ꎬ将基于 Ｍ０ 和 Ｍ１ 这 ２ 种方法预测得到的电容剩余寿命进行对比ꎬ结
果如图 ６ｂ 所示.由图 ６ｂ 可知:Ｍ０ 方法的预测效果远胜 Ｍ１ 方法.

图 ６　 ５＃电容剩余寿命预测结果
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为了进一步描述 ２ 种方法的预测精度ꎬ选用均方根误差(ＲＭＳＥ)作为评价指标ꎬ该指标能很好地表现

产品剩余寿命的预测精度和不确定性ꎬ计算公式为

ＲＭＳＥ ＝ １
ｈ ∑ ｈ

ｚ ＝ １
( ｌｚ － ｌｚ′) ２ . (３３)

式中:ｌｚ 为第 ｚ 测量时刻的实际剩余寿命ꎻｌｚ′为第 ｚ 测量时刻的预测剩余寿命ꎻｈ 为测量次数.
基于 ２ 种方法的 ＲＭＳＥ 如图 ７ 所示.由图 ７ 可知:在第 ４２ 次测量时刻之后ꎬＭ０ 方法的 ＲＭＳＥ 明显低

于 Ｍ１ 方法ꎬＭ０ 方法的预测值较 Ｍ１ 方法更接近于实际值ꎬ且 Ｍ０ 方法的总 ＲＭＳＥ 比 Ｍ１ 方法降低了

２８.６２６ ５％ꎬ进一步说明本文方法有效地提高了产品剩余寿命预测的准确性.

图 ７　 ２ 种方法的 ＲＭＳＥ

５　 结论

１)针对具有非线性随机退化特征的产品剩余寿命研究中数据线性化处理过程单一、工程应用范围小

和缺少剩余寿命分布精确解析解的情况ꎬ提出基于 Ｂｏｘ￣Ｃｏｘ 变换技术与 Ｗｉｅｎｅｒ 过程相结合的产品剩余寿

命预测方法.
２)所提方法充分考虑产品退化进程中的非线性、时变不确定性和个体差异性特征ꎬ并在 ＮＡＳＡ 电容数

据集验证方法的准确性.和传统模型相比ꎬ总 ＲＭＳＥ 降低了 ２８.６２６ ５％ꎬ剩余寿命的预测值更接近实际值ꎬ
为产品剩余寿命预测提供了重要的参考价值.

３)为非线性退化产品提供了一套剩余寿命预测的方法ꎬ产品在初始运行阶段的剩余寿命预测结果仍

存在误差ꎬ后续需要进一步提高产品剩余寿命的预测精度ꎬ保障产品在全寿命周期内的可靠运行.
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